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Abstract 
In this paper, we discuss the relationship between Cauchy convergence, Cesaro convergence and 
Abel convergence. Some examples are given to show that the three kinds of Cenvergence are 
weaker one by one. Furthermore, by adding some mild conditions the weaker type inverse propo-
sitions are presented. 
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摘  要 

本文讨论Cauchy收敛、Cesaro收敛、以及Abel收敛性之间的关系。给出了若干反例说明这三种收敛性一

个比一个弱，并且通过增加适当的条件给出较弱形式的逆命题。 
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1. 引言 

众所周知，序列的收敛性{ } 0n nx ∞

=
在数学分析中扮演着极其重要的角色(见[1]-[4])，通常的收敛均是

Cauchy 收敛。 

定义 1 对于有界序列{ } 0n nx ∞

=
，如果 lim nn

x x
→∞

= 则称序列{ } 0n nx ∞

=
Cauchy 收敛到 x 。 

即： lim nn
x x

→∞
= 意味着对 0ε∀ > ，存在 0N > ，使得对 n N∀ > ，有 nx x ε− < 。 

在实际应用中有一些序列并不能满足上述条件。因此，许多学者就提出了考虑在更弱的条件下序列

的收敛问题。其中最著名的就是 Cesaro 收敛和 Abel 收敛。 

定义 2 对于有界序列{ } 0n nx ∞

=
，如果 0 1lim n

n
x x x

n
−+ +
=



。则称序列{ } 0n nx ∞

=
Cesaro 收敛到 x 。 

定义 3 对于有界序列{ } 0n nx ∞

=
，如果 ( ) 01

lim 1 n
nns

s x s x
−

∞

=→
− =∑ 。则称序列{ } 0n nx ∞

=
Abel 收敛到 x 。 

本文主要研究这三种收敛性的关系，研究表明序列 Cauchy 收敛可推导序列 Cesaro 收敛，序列 Cesaro
收敛可推导 Abel 收敛，并且给出具体的例子说明它们的逆都不成立。即这三种收敛性一个比一个弱。我

们通过增加适当的条件给出较弱形式的逆命题。 

2. 主要结论 

定理 1 设序列{ } 0n nx ∞

=
Cauchy 收敛到 x ，则序列{ } 0n nx ∞

=
Cesaro 收敛到 x 。 

证明 由 lim nn
x x

→∞
= ，可以对任意给定的 0ε > 选取 N ，使得当 n N> 时成立 nx x ε− < 于是 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 10 1

0 1 1

nn

N N n

x x x xx x x
n n

x x x x x x x x
n n

C n N
n n

ε

−−

+ −

− + + −+ +
− =

− + + − − + + −
≤ +

−
< +





 

 

这里 ( ) ( )0 NC x x x x= − + + − 是一个确定的数，由此可见，只须取 * max , CN N
ε

  =     
，就可以保

证当 *n N> 成立 

0 1 2nx x
x

n
ε−+ +

− <
  

结论成立。 

注 1 如果定理 1 中的 x 取 ±∞，结论仍然成立。即：如果 limn nx→∞ = ±∞，则 0 1lim n
n

x x
n

−
→∞

+ +
= ±∞



。

定理 1 的逆命题一般来说不成立，例如：取 ( )1 , 0,1,n
nx n= − = 但通过附加适当的条件其逆命题也可以

成立。 
命题 1 设序列{ } 0n nx ∞

=
单调递增，且 Cesaro 收敛到 x ，则序列{ } 0n nx ∞

=
Cauchy 收敛到 x 。 
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证明 见参考文献[5]。 

命题 2 设序列{ } 0n nx ∞

=
Cesaro收敛到 x ，且满足 ( )1lim 0n n nn x x→∞ −− = ，则序列{ }nx 是Cauchy收敛到 x 。 

证明  
令 1 1y x= ， 2 2 1y x x= − ，， 1n n ny x x −= − 。 
则 lim 0n nny→∞ = 且 

1 1n n nx y y y−= + + + 。 

于是 

( ) ( ) ( )

( )

( )

1

1 1 2 1
1

2 3

1

lim

lim

2 1
lim

lim 0
1

n
nn

n
nn

n

n

n

n

x x
x

n

y y y y y
y y

n

y y n y
n

ny
n n

+

+ + − 
 
 + + + + + +

= + + − 
 

+ + + −
=

= =
+ −



 





 

注意到， 1 1n n
n n

x x x x
x x

n n
+ + + +

= − +
 

，结论成立。 

如果序列{ } 0n nx ∞

=
有不同的收敛子列，则{ } 0n nx ∞

=
一定不是 Cauchy 收敛，但它的算术平均可能收敛。

下面给出这样一个结论，它在概率论中非常有用。 
命题 3 设 d 是一正整数。序列{ } 0n nx ∞

=
满足 

lim nd r rn
x a+→∞

= ，1 r d≤ ≤  

则 

1 1

1lim
n d

k kn k k
x a

d→∞ = =

=∑ ∑  

证明 由定理 1，有 

1
lim

n

kd r rn k
x a+→∞ =

=∑  

记 0supn nM x≥= ， n kd r= + ，1 r d≤ ≤ ，则 

1 1 1 1 1

1

1 0

1 1 1 1 1

1 1

n d kd r kd d

k k j j k
k k j kd j k

d k

jd r r
r j

x a x x a
n d n n d

Md kd x a
n d n k

+

= = = + = =

−

+
= =

− ≤ + −

≤ + −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

令 n →∞ ，则 k →∞ 且 1kd
n
→ 。结论成立。 

定理 2 如果序列{ } 0n nx ∞

=
 Cesaro 收敛到 x ，则序列{ } 0n nx ∞

=
Abel 收敛到 x  

证明 不妨假设级数 0
n

nn x s∞

=∑ 的收敛半径小于或等于 1。即  

1
limsup 1nn nx→∞ ≤ 。 
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令 ( ) ( ) 01 n
nnR s s x s∞

=
= − ∑ ， [ )0,1s∈ ，

1
0

1 n
n kkA x

n
−

=
= ∑  

注意到 

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ }
( )

2 1 1
1 1

1 11

1 1

1 1

n n n
n nn n

n
n nn

s nA s s nA s s

s A n A nA s

R s

∞ ∞− −
= =

∞
+=

− = − −

= − + + −  

=

∑ ∑
∑  

往证 ( )1
lim

s
R s x−→

= 。事实上，如果 limn nA x→∞ = ，那么因为 ( )2 1
11 1n

ns ns∞ −
=

− =∑ ， [ )0,1s∈ ，故对

任意的 N ： 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2 21 1
1 1

2 1
1

2

0

1 1

1

1
1 sup sup

2

n n
n nn n

n
nn

n n
n n N

x s nA s s n x A s

s ns x A

N N
s x A x A

∞ ∞− −
= =

∞ −
=

≥ ≥

− − = − −

≤ − −

+
≤ − − + −

∑ ∑

∑  

因此，如果 nA x→ 。 

( )
1

limsup lim sup 0nN n Ns
x R s x A

− →∞ ≥→

− ≤ − =  

注 2 定理 2 的逆一般来说也不成立，例如：假设 ( ) 11 n
nx n+= − ，易知{ } 0n nx ∞

=
的收敛半径为 1，并且 

1

1 1 ,1 2 2
1 ,
2

n

k
k

n
nx

n n=

 += 
−


∑
若 是奇数

若 是偶数

 

和 

( ) ( )
( )2

1

1
1

1
k

k
k

s s
s x s

s

∞

=

−
− =

+
∑  

因此，{ } 0n nx ∞

=
Abel 收敛到 0，但是 Cesaro 意义下发散。 
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