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Abstract 
By using probabilistic methods, constructing suitable probability space and using the knowledge 
of graph theory and probability properties, some theorems about Ramsey numbers were proved. 
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摘  要 

本文采用概率的方法，通过构造适当的概率空间，利用图论知识和概率性质，证明了有关Ramsey数的

一些定理。 
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1. 引言 

Ramsey 数是组合数学中一个很重要的组合数，有关 Ramsey 数的研究成果比较多[1] [2] [3]，但用概率

的方法研究 Ramsey 数的结果并不多，虽然用概率的方法研究其他组合问题也有一些结果[4] [5]，本文主要

研究用概率方法证明有关 Ramsey 数的定理，展示该方法的有效性和实用性。首先给出有关预备知识[6]。 
定义 1：对任给的正整数，对 k 和 l ，称满足如下性质的最小正整数 n，记为 ( ),R k l ，为 Ramsey 数，

对任意 n 个顶点的单图 G 中，或者含 kK 子图(即 k 个顶点的团)，或者包含一个有 l 个顶点的独立集。为

了推广 Ramsey 数的定义，还可以等价定义 Ramsey 数如下。 
定义 2：对任给的正整数，对 k 和 l ，记 ( ),R k l 是满足如下性质的最小的正整数 n ,对 nk 的任意个 2-

边着色的边分划(E1, E2)中，或者 [ ]1nk E 含有 kK 子图，它的所有边都有颜色１，或者 [ ]2nk E 含有 lK 子图，

它的所有边都有颜色 2。 
1947 年，Erdös 采用概率论的知识对 Ramsey 数进行研究，得到了下面的结果。 

定理 1 [2]：对任意的正整数 k ， ( ) 2, 2
k

R k k > 。 
在Erdös 之前，都是用图论的知识研究Ramsey 数，Erdös 开创了一种新的研究方法，即概率方法。他通过

建立一个适当的概率空间，使得所研究的对象的特征包含在所建立的概率空间中，然后充分利用概率知识，证

明所需要的结果。要证明 k ， ( ) 2, 2
k

R k k > ，结合 Ramsey 数的定义 2，建立的概率空间是 2-边着色图的空间，

即n 个顶点的完全图 nk 的所有随机 2-边着色的集合。定义“给子集 A 着是单色”是事件 AR ，其中 A 是顶点集

V 的子集。容易求出 ( ) ( )2
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，即：

在该着色中没有单色完全子图 kK ，所以 ( ) 2, 2
k

R k k > 。 

虽然这个结果较为简单，但是证明结果用到了一种新的方法，即概率方法。即通过构造概率空间，

利用概率的性质，证明一种染色的存在。而概率论的知识和方法是丰富的，倘若充分利用这些性质和方

法，定能得到很多的结果。下面就采用这种概率方法来证明一些有关 Ramsey 数的定理。 

2. 主要结果 

定理 2 [7]：对任意的整数 n ， ( ) ( )1 2, 2
kn

R k k n
k

− 
> −  

 
。 

证明：仍然构造 2-边着色图的空间，即 n 个顶点的完全图 nk 的所有随机 2-边着色(不妨用黄和红两种

颜色)的集合。考虑 nk 的一个随机 2-边着色，黄、红颜色出现的机会相等．定义随机变量 X=单色完全子

图 kK 的数目，令
1, ,
0, ,

n k
R

K R K
X


= 


中由 导出子图 是单色的

否则
，其中 R 是任意 k 个顶点的集合。则

, RR V K kX X
⊂ =

= ∑ ．由线性性质求期望得： 
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( )1 22
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X n
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。现在固定着色，移走 nK 的每个单色 k-集合的一个顶点，则至多有
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个顶点被移

走，所有剩下的 s 个顶点满足，
( )1 22
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s n
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，然后在这些顶点上着色，没有单色 k-集合，所以，对任

意的整数 n ， ( ) ( )1 2, 2
kn

R k k n
k

− 
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用这种方法我们还可以证明下面的结果。 

定理 3 [7]：对所有整数 n 和 [ ]0,1p∈ ， ( ) ( ) ( )2 2, (1 )
k ln n

R k l n p p
k l
   

> − − −   
   

。 

证明：仍然构造 2-边着色图的空间，现在用黄和红两种颜色给 nk 进行边着色，假设着黄色的概率是

p ，则着红色的概率是1 p− 。设随机变量 X={着黄色的完全子图 kk 的数目与着红色的完全子图 lk 的数

目的和}。利用期望的线性性质计算得： ( ) ( ) ( )( )2 21
k ln n

E X p p
k l
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。存在一个 2-边着色，使得具有

s-集合(或者是黄色 k-集合，或者是红色 l-集合)， ( )s E X≤ 。现在移走 nk 的 s-集合中一个顶点，则至多

有
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k ln n

p p
k l
   

+ −   
   

个顶点被移走，然后给剩下的至少
( ) ( )( )2 21
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个顶点着色，则既

没有红色 k-集合，也没有蓝色 l-集合，即 ( ) ( ) ( )( )2 2, 1
k ln n

R k l n p p
k l
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。 

3. 结语 

研究 Ramsey 数等组合分析问题，用到概率论的方法和技巧是一项很有意义的工作，这是一种将组

合学和概率论两个学科的知识结合起来研究问题的方法，该方法可以证明原有的一些结果，还能得到一

些新的结果，是一种具有有效性和实用性的方法。 
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