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Abstract 
In this paper, I use mathematical induction and the necessary and sufficient conditions of bijection 
to prove the correctness of 2n circle arrangement conjecture in combinatorial mathematics. 
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摘  要 

本文通过运用数学归纳法和两集合双射的充要条件证明了组合数学中圆排列问题下的2n圆排列猜想的正

确性。 
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1. 引言 

2n 圆排列猜想是一个从中国古代河图洛书[1]演变推广而来的猜想。对该猜想的研究有助于完善排列

组合分支下的圆排列问题，对于应用组合数学的科学领域也有贡献。本文从 2n 圆排列的 n 较小的情况入

手，观察其排列规律，总结出排列方法，拆分命题，用计算机模拟计算出大量数据，并用归纳法和集合

双射的充要条件证明该猜想。 

2. 猜想来源 

作者在大一上学期的新生研讨课(数学文化选讲)上从阴东升老师的授课中得知了老师早年在博士后

研究工作报告[2]中提出的 2n 圆排列猜想。该猜想从洛书九宫图出发(图 1)，把洛书中各个元素都减去 5，
得到新的元素并适当调整次序排列在圆周上，得到下图 2： 
 

 
Figure 1. Lo Shu Square 
图 1. 洛书九宫图 

 

 
Figure 2. An example of 2n circle ar-
rangement conjecture 
图 2. 一个 2n 圆排列猜想的例子 
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可从图中直观看出左下角三个元素和为 2，其余首尾相连的三个元素和为 0。于是归纳猜想是否对于

任意的大于等于 2 的正整数 n，其从 1 到 2n 的自然数排在圆周上，适当赋予正负号，也可以得出左下角

三个元素和为 2，其余首尾相连的三个元素和为 0 的结论也成立。 

3. 猜想的定义、代数描述及规律总结 

3.1. 猜想定义 

对于任意大于等于 2 的正整数 n，把 1 到 2n 的自然数排在一个圆周上，人为定义 1 1a = ，适当调整排

列次序并赋予每个数正负号及序号(即按顺时针排，第二个数为 2a ，第三个数为 3, ,a  第 2n 个数为 2na )，
可以使得第一个数到第三个和为 2；第三个数到第五个个数的和为 0，第五个数到第七个数的和为 0，以

此类推，直到第 2 1n − 个数到第一个数的和都为 0。 

3.2. 猜想的代数描述 

1 2 3

3 2 4 2 5 2

2 1 2 1

2
0, 0,1,2, , 3

0
i i i

n n

a a a
a a a i n
a a a

+ + +

−

+ + =

+ + = =


−

+ + =






  

{ } { }| 1, 2, , 2 1, 2, , 2 , 2ia i n n n= = ≥   

3.3. 规律总结 

通过枚举的方法找出 n = 2, 3, 4, 5, 6 时满足原命题的情况，得到如下表 1： 
观察每一行与下一行的变化，总结并提出一种规律 ( )3n ≥ ，其作用在第 n 行数上时，每个数在第 n + 

1 行会发生如下变化： 

1 1a ≡ ； 

2 2na = ； 

2 2a n= ； 

第 n 行的第三个到倒数第二个数都对应第 n + 1 行的数，按照“减二，加一，加一，加一”的规律重

复运算； 
在最后增加两个数，其数值大小为： 

( )2 1

2 2

31 3
2 , 2 1,

32
2

n

n

na n
n k k

na n

+

+

+

 − = − ∗ + +    = + ∈
− = + +

N  

( )

2 1

2 2

42
2

, 2 ,
41 3

2

n

n

na n
n k k

na n

+

+

+







−
= + +

= ∈
− = − ∗ + +





N  

于是根据规律提出假设： 
2n∀ ≥ ，根据规律的发生变化后，每行数能使命题成立。 
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Table 1. Some examples of 2n circle arrangement conjecture 
表 1. 一些使 2n 圆排列猜想成立的例子 

n 2n 1a  2a  3a  4a  5a  6a  7a  8a  9a  10a  11a  12a  

2 4 1 −4 3 2         

3 6 1 6 −5 2 3 −4       

4 8 1 8 −7 3 4 2 −6 5     

5 10 1 10 −9 4 5 3 −8 2 6 −7   

6 12 1 12 −11 5 6 4 −10 3 7 2 −9 8 

4. 证明思路 

先用计算机模拟出大量数据，再通过数学归纳法及两集合双射的充要条件进行证明。 

5. 证明过程 

先将原命题分解为两个命题： 

命题 α：
1 2 3

3 2 4 2 5 2

2 1 2 1

2
0, 0,1,2, , 3

0
i i i

n n

a a a
a a a i n
a a a

+ + +

−

+ + =
 + + = = −
 + + =

  

命题 β：{ } { }| 1, 2, , 2 1,2, , 2 , 2ia i n n n= = ≥   

5.1. 计算机模拟过程 

在 Devcpp5.9.2 中给出 3n = 的各个 ia 的值，把规律编进程序，循环作用后判断并输出每一次的结果(程
序见附录)。 

5.2. α证明过程 

2,n =  

1 2 3 41, 4, 3, 2.a a a a= = = − =  

1 2 3

3 4 1

2
0

a a a
a a a
+ + =

 + + =
 

所以 2n = 时，α成立。 
3,n =  

1 2 3 4 5 61, 6, 5, 2, 3, 4.a a a a a a= = = − = = = −  

1 2 3

3 4 5

5 6 1

2
0
0

a a a
a a a
a a a

+ + =
 + + =
 + + =

 

所以 3n = 时，α成立。 
下证 3n > 的情况： 
假设 n k= 时，α成立，即 1 2 2, , , ka a a 可使 α成立。 
设在第 k 行的各个数根据规律发生变化后在第 k + 1 行分别为 2 21 2, ,, ka a a +′ ′ ′

  
1) k 为奇数： 
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显然， 

11 ,a a′ =  

2 2 2,a a′ = +  

3a′到 2 1ka −′ 在 3a 到 2 1ka − 的基础上按照“减二，加一，加一，加一”的规律重复运算； 

2 2ka′ =  

( )2 1
31 3

2k
ka k+
− ′ = − ∗ + + 

 
 

2 2
32

2k
ka k+
−′ = + +  

于是按照命题 α的要求，对所有数进行运算可得： 

3 2 4 2 5 2

2 1

1 2 3

2 2 1

2
0, 0,1,2, , 2

0
i i i

k k

a a a
a a a i k
a a a

+ + +

+ +

′ ′ ′+ + =
 ′ ′ ′+ + = = −
 ′ ′ ′+ + =

  

所以 n 为奇数时，命题 α成立 
2) k 为偶数： 
显然， 

11 ,a a′ =  

22 2,a a′ = +  

3a′到 2 1ka −′ 在 3a 到 2 1ka − 的基础上按照“减二，加一，加一，加一”的规律运算； 

2 2ka′ =  

2 1
42

2k
ka k+
−′ = + +  

( )2 2
41 3

2k
ka k+
− ′ = − ∗ + + 

 
 

于是按照命题 α的要求，对所有数进行加法运算可得： 

3 2 4 2 5 2

2 1

1 2 3

2 2 1

2
0, 0,1,2, , 2

0
i i i

k k

a a a
a a a i k
a a a

+ + +

+ +

′ ′ ′+ + =
 ′ ′ ′+ + = = −
 ′ ′ ′+ + =

  

所以 n 为偶数时，命题 α成立 
所以 1n k= + 时，命题 α成立，即根据数学归纳法命题 α得证。 

5.3. β证明过程 

2,n =  

1 2 3 41, 4, 3, 2a a a a= = = − =  

⇒ ia 可取尽 1 到 2n 所有的自然数。 
3,n =  
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1 2 3 4 5 61, 6, 5, 2, 3, 4.a a a a a a= = = − = = = −  

⇒ ia 可取尽 1 到 2n 所有的自然数。 
下证 3n > 的情况： 
对于 3n∀ > ，根据规律对 3n = 时的各个数字处理 3n − 次可得： 
对于 [ ]2, 1i n +∀ ∈ − N ， 
当 i 为奇数时，有 2 1ia − 在第 i 行时的值为： 

51
2

ii −
+ +  

在第 n 行时的值为： 

51
2

in −
+ +  

当 i 为偶数时，有 2 1ia − 在第 i 行时的值为： 

42
2

ii −
+ +  

在第 n 行时的值为： 

42 2
2

in i −
− + +  

对于 2ia ,无论奇偶，其在下一行都变为 2，在第 n 行变为： 

1n i− +  

而在最后一次根据规律处理数字后有： 

2 2 2,na − =  

( )2 1

2 2

31 3
2 , 2 1,

32
2

n

n

na n
n k k

na n

+

+

+

 − = − ∗ + +    = + ∈
− = + +

N  

( )

2 1

2 2

42
2

, 2 ,
41 3

2

n

n

na n
n k k

na n

+

+

+

− = + + = ∈
−  = − ∗ + +   

N  

故可以得出 1a 到 2na 的所有值。 
令集合 { }| 1, 2, , 2iA a i n= =  ，集合 { }1,2, , 2 , 2B n n= ≥  
若 A B→ 是双射，则集合 A 与集合 B 的元素一一对应，命题 β成立。 

5.3.1. 单射证明 
对于 [ ]1 2 3, , 2,i i i n +∀ ∈ N 且 1 2 3i i i≠ ≠ 有： 

31
2 3

451 2 2 1 1 2 2
2 2

iin n n i n i −−
≠ ≠ ≠ + + ≠ − + ≠ − + +  

即 1 2 2, , , na a a 互不相等，故 A B→ 是单射。 
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5.3.2. 满射证明 
下证 A B→ 是满射： 
首先有： 

1 1a =  

2 2 2na − =  

再寻找 3 到 2n 的自然数： 
1) n 为奇数： 
把 2, 3, , 2i n n= − −  代入 2ia 可得 3 到 1n − 所有自然数。 

把 3,5, ,i n=  代入 2 1ia − (奇数表达式)可得𝑛𝑛到 51
2

nn −
+ + 之间所有自然数。 

而 2
52

2n
na n −

= + + ； 

把 1, 3, , 2i n n= − −  代入 2 1ia − (偶数表达式)可得
53

2
nn −

+ + 到 2 1n − 之间所有自然数。 

而 2 2a n=  
所以 n 为奇数时， A B→ 是满射。 
2) n 为偶数： 
把 2, 3, , 2i n n= − −  代入 2ia 可得 3 到 1n − 所有自然数。 

把 3,5, , 1i n= − 代入 2 1ia − (奇数表达式)可得 n 到
4

2
nn −

+ 之间所有自然数。 

而 2
41

2n
na n −

= + +  

把 , 2, , 2i n n= −  代入 2 1ia − (偶数表达式)可得
42

2
nn −

+ + 到 2 1n − 之间所有自然数。 

而 2 2a n=  
所以 n 为偶数时， A B→ 是满射。 
所以 A B→ 是双射。 
故集合 A 与集合 B 的元素一一对应，命题 β成立。 
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