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Abstract 

In this paper, we discuss the normality of families of meromorphic functions concerning shared 
values. A normal criterion for families of meromorphic functions which share values with their 
first derivative is given, where the shared values can be flexible with the related functions. This 
result generalizes a former normal criterion in which the shared values are fixed. Moreover, we 
study some other similar results.  
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摘  要 

本文研究涉及分担值的亚纯函数族正规性准则。给出了一类涉及亚纯函数及其一阶导数分担值的正规族

定则，其中的分担值依赖于函数族中的函数。本文的结论推广了已有的一个亚纯函数族关于固定分担值
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的正规定则。进一步地，我们研究了其它类似的亚纯函数族正规定则。 
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1. 引言 

20 世纪初期，P. Montel 引入了正规族的概念，表示一个全纯或亚纯函数族的某种列紧性。设 F 为区

域 D 内一族亚纯函数，如果函数族中任取一个函数列 ( ){ }, 1, 2,nf z n =  都存在子序列 ( ){ }, 1, 2, ,
knf z k = 

在区域 D 中按球面距离内闭一致收敛，则称函数族 F 在区域 D 内正规([1])。 
Montel 把正规族和函数的取值问题联系起来，证明了著名的 Montel 正规定则：设 F 为区域 D 内的

一个亚纯函数族， , ,a b c 为三个互不相等的复数，若对于任意的 f F∈ 有 , ,f a f b f c≠ ≠ ≠ ，则 F 在 D 内

正规。Caratheodory 在文献[2]中把 Montel 正规定则中固定的复数推广到可随 f F∈ 变动的复数 , ,f f fa b c ，

两两之间的球距有一致下界 ( )0ε > ，即： ( ) ( ) ( ){ }min , , , , ,f f f f f fa b b c a cσ σ σ ε≥  (ε为一个正实数)，对

任意 f F∈ ，若 , ,f f ff a f b f c≠ ≠ ≠ ，则 F 在 D 内正规。 
除了涉及例外值的亚纯函数族的正规性，把亚纯函数正规族与分担值结合起来考虑也是亚纯函数正

规族理论研究的一个重要课题，这方面工作最早从 Schwick 开始，之后国内外很多学者对这方面的问题

进行了深入的研究。 
1992 年，Schwick 研究亚纯函数及其导数分担值相关的正规族问题，证明了以下结论([3])： 
定理 A：设 F 为区域 D 内的一族亚纯函数， 1 2 3, ,a a a 是三个判别的有穷复数，若对于 F 中的任意函

数 f，f 和 f ′在 D 内分担 1 2 3, ,a a a ，则 F 在 D 内正规。 
2000 年，庞学诚和 Zalcman 在[4]中对 Schwick 的结果做了改进，得到如下结论： 
定理 B：设 F 为单位圆盘∆内的亚纯函数族，a，b，c 为互不相等的复数且 0c ≠ 。若对于任意的 f F∈

有 ( ) ( )0f fE E a′= ， ( ) ( )f fE b E c′= ，则 F 在∆内正规。 
定理 C：设 F 是区域 D 内的一个亚纯函数族，a，b，c 和 d 是有穷复数且满足 c a≠ 及 d b≠ 。若对

于 F 中的任意函数 f， ( ) ( )f z a f z b′= ⇔ = ， ( ) ( )f z c f z d′= ⇔ = ，则 F 在 D 内正规。 
以上正规定则中所涉及的分担值都为固定复数。根据 Caratheodory ([2])的思想，Singh 等人 2004 年

在文献[5]中把定理 B 中固定的分担值推广为可随所对应函数而变动的分担值，得到如下结论： 

定理 D：设 F 为单位圆盘∆内的一个亚纯函数族，M 是常数，a，b，c 为定值且 2

ab M
c

= ，对于任意 f F∈ ，

若存在非零复数 , ,f f fa b c 满足 ( ) ( ) ( ){ }min , , , , ,f f f f f fa b b c a c mσ σ σ ≥ ，( 0m > )，且 2
f f

f

a b
M

c
= ，使得

( ) ( )0f f fE E a′= ， ( ) ( )f f f fE b E c′= ，则 F 在∆内正规。其中， ( )f fE c 和 ( )0fE 分别为以下两个方程的解： 

( ) ( )
2

11f

f f

a b af z f z
a c ca

  
′  = − −     

, ( ) ( )
2

11f
f f

af z a f z
c ca

  
′  = − −     
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关于分担值可随函数而变动的正规定则，陈玮等人在 2016 年证明了如下结论([6])： 
定理 E：设 F 为区域 D 内的一个亚纯函数族，n 为正整数，若对于任意的 f F∈ ，存在非零复数 fa ，

fb ，和 fc ∈， 1n
f fc a+ = ，满足条件：1) ( ) ( ) ( ){ }min 0, , 0, , ,f f f fb c b cσ σ σ ε≥  (ε为一个正实数)；2) f

f

b
c

相对于 f 独立，使得 n
f ff f a f b′ ′= ⇔ = ，则 F 在 D 内正规。 

定理 F：设 F 为区域 D 内的一个亚纯函数族，n 为正整数，若对于任意的 f F∈ ，存在非零复数 fa ，

fb ， fα ， fβ 和 fc ∈， 1n
f fc α+ = ，满足条件：1) ( ) ( ) ( ){ }min , , , , ,f f f f f fa b a c b cσ σ σ ε≥  (ε为一个正实

数)；2) f

f

a
c

， f

f

b
c

， f

fc
β

相对于 f 独立，使得 n
f ff f f bα′ ′= ⇒ = ， f ff a f β′ = ⇒ = ，则 F 在 D 内正规。 

本文进一步考虑分担值可随所对应函数而变动的正规族定则，对定理 C 做了推广，得到以下结论： 
定理 1：设 F 是区域 D 内的一个亚纯函数族，若对任意函数 f F∈ ，存在复数 ( )0fa ≠ ， fb ， fc ， fd ，

( f fa c≠ ， f fb d≠ )，满足条件：1) ( ) ( ) ( ){ }min , , , , ,f f f f f fa b a c b cσ σ σ ε≥  (ε为一个正实数)；2) f

f

b
a

， f

f

c
a

，

f

f

d
a

相对于 f 独立，使得 f ff a f b′= ⇔ = ， f ff c f d′= ⇔ = ，则 F 在 D 内正规。 

类似地，考虑方明亮和 L. Zalcman 在文献[7]中所证明的涉及高阶导数分担值的正规族定则： 
定理 G：设 F 是区域 D 内的一亚纯函数族，a，b 是两个非零有穷复数，k 是一个正整数。若对于 F

中的任意函数 f，f 的零点的重数至少为 1k + ， ( ) ( ) ( )kf z a f z b= ⇔ = ，则 F 在内正规。 

本文对定理 G 做了推广，得到与定理 1 类似的结论： 
定理 2：设 F 是区域 D 内的一个亚纯函数族，k 是一个正整数，若对于任意的 f F∈ ，f 的零点的重

数 1k≥ + ，存在非零复数 fa ， fb 满足条件 1) ( ) ( ) ( ){ }min , , ,0 , ,0f f f fa b a bσ σ σ ε≥  (ε为一个正实数)；2) 

f

f

b
a

相对于 f 独立，使得 ( ) ( ) ( )k
f ff z a f z b= ⇔ = ，则 F 在 D 内正规。 

2. 预备知识 

定义 1：([8])设 ,a b∈，称非负实数 ( ),a bσ 为 a 与 b 之间的球面距离，其中 ( ),a bσ 定义如下 

( )

2 2

2

, , ;
1 1

, 1 , , ;
1

0, , .

a b
a b

a b
a b

a b
a

a b

σ

 −
≠ ∞ ≠ ∞

+ +


=  ≠ ∞ = ∞
+

 = ∞ = ∞

 

定义 2：([9])设 ( )f z 和 ( )g z 为区域 D 内的非常数亚纯函数，a 是一个复数，若 ( )f z a− 与 ( )g z a− 在

区域 D 内有相同的零点，且零点的重数相同（不计重数），则称 ( )f z 和 ( )g z 在区域 D 内分担 a CM (IM)，
记为： f a g a= ↔ =  ( f a g a= ⇔ = )。此时，a 称为 ( )f z 与 ( )g z 的 CM (IM)公共值。 

一般地，令 ( ) ( ){ }:fE a z D f z a= ∈ = 表示 ( )f z a− 的不计重数的零点集合； ( )fE a 表示 ( )f z a− 的

计重数的零点集合。所以，如果 ( ) ( )f gE a E a= ，则 f a g a= ⇔ = ；如果 ( ) ( )f gE a E a= ，则 f a g a= ↔ = 。 

引理 1：([8])设 F 是区域 D 内的一族亚纯函数，F 中的每个函数的零点重数至少是 k，并且 
1) 若 ( ) 0f z = ，必有 ( ) ( )kf z A≤ ； 
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2) F 在单位圆内不正规，那么对于每一个α， 0 kα≤ ≤ ，存在 
a) 实数 r， 0 1r< < ； 
b) 点列 nz ， nz r< ； 
c) 函数列 nf F∈ ； 

d) 正数列 0nρ
+→ 使得函数

( )n n n

n

f z
α

ρ ξ
ρ

 + 
 
  

在上按球距内闭一致收敛于一个亚纯函数 ( )g ξ ，并且

( ) ( )# # 0 1g g kAξ ≤ = + 。其中， ( )#g ξ 表示球面导数，即 ( )
( )
( )

#
2

1

g
g

g

ξ
ξ

ξ

′
=

+
。 

引理 2：([6])设ε为任意正数，L 是一个 Mobius 变换，若存在常数 a，b，c，使得 L 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }min , , , , ,L a L b L b L c L c L aσ σ σ ε≥  

则 L 满足一致 Lipschitz’s 条件，即 

( ) ( )( ) ( ), ,L z L k zεσ ω σ ω≤  

其中， kε 是依赖于ε的常数。 
引理 3：([8])设 f 是一个有穷级超越亚纯函数，k 是正整数， ( )p z  (不恒等于 0)是多项式。若 f 的零

点重级均不小于 1k + ，则 ( ) ( ) ( )kf z p z− 有无穷多个零点。 

引理 4：([8])设 ( ) ( )
( )

1
1 0

n n
n n

p z
f z a z a z a

q z
−

−= + + + + ， 0 1, , , na a a 是常数， 0na ≠ ， ( )p z ， ( )q z 是

两个互素的多项式，且 deg degp q< ，k 是一正整数，若 ( ) ( ) 1kf z ≠ ，则有 

1) n k= ，且 ! 1nn a = ； 

2) ( )
( )1 0

1 1
!

k
mf z z a z a

k az b
= + + + +

+
 ； 

3) 若 ( )f z 的零点的重级均不小于 1k + ，则结论(2)式中 1m = ，且 ( ) ( ) 1kcz d
f z

az b

++
=

+
，其中 a，b，c，

d 是常数， 0a ≠ ， 0c ≠ 。 
引理 5：([10])设 ( )f z 为一个整函数，若 ( )f z 的球面导数 ( )#f z 有界，则 ( )f z 的级至多为 1。 

3. 定理的证明 

定理 1 的证明： 

在条件(2)下，存在非零常数 a，b，c，d 有
f

f

b b
a a

= ，
f

f

c c
a a

= ，
f

f

d d
a a

= 相对于 f 独立。Mobius 变换：

( ) f
f

a
L z z

a
= ，其逆变换 ( )1

f
f

aL z z
a

− = 。接下来证明函数族 { }1 |fG L f f F−= ∈ 在 D 内正规。 

不妨设D为单位圆∆，假设G 在∆内不正规。由引理 1( 1α = )，存在子列{ }1
jj f jg L f G−= ⊂ ，{ }jf F⊂ ，

{ }jz ⊂ ∆，数列{ }jρ 满足 0+jρ → ，使得 

( ) ( )1
j j j j jT g z cξ ρ ρ ξ−  = + −   

在上按球距一致收敛于非常数亚纯函数 ( )T ξ ，并且 T 满足 ( ) ( )# # 0 1T T dξ ≤ = + 。 
我们断言： 
1.1 若 ( ) 0T ξ = ，则 ( )T dξ′ = ; 
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1.2 ( )T bξ′ ≠ ; 
1.3 ( )T ξ 在上全纯。 
断言 1.1 的证明：设 ( ) 0T ξ = ，则由 Hurwitz 定理知，存在 jξ ∈， 0jξ ξ→ ，当 j →∞时，有 

( ) ( )1 0j j j j j j jT g z cξ ρ ρ ξ−  = + − =  ， 

从而有 

( ) ( ) ( )1
j

j

j j j j f j j j j j j j j
f

ag z L f z f z c
a

ρ ξ ρ ξ ρ ξ−+ = + = + = ， 

( ) j

j j j
j

f
j j j j f f f

f

ccf z a a c
a a

ρ ξ+ = = = ， 

由
j jj f j ff c f d′= ⇔ = 得到 

( ) jj j j j ff z dρ ξ′ + = ， 

( ) ( ) ( )0 lim lim lim lim
j

j j

j j j j j j j j fj j j j
f f

a a aT g z f z d d d
a a a

ξ ρ ξ ρ ξ
→∞ →∞ →∞ →∞

′ ′ ′= + = + = = = ， 

于是断言 1.1 成立。 
断言 1.2 的证明：假设 ( )0T bξ′ = 。 
显然， ( )T ξ′ 不恒等于 b，否则 ( ) ( )1T bξ ξ ξ= − ，与断言 1.1 矛盾。由 Hurwitz 定理知存在 jξ ∈，

0jξ ξ→ ，使得当 j →∞时，有 

( ) ( ) ( )
j

j j j j j j j j j j
f

aT g z f z b
a

ξ ρ ξ ρ ξ′ ′ ′= + = + = ， 

( ) j jj j j j f f
bf z a b
a

ρ ξ′ + = = 。 

由
j jj f j ff b f a′ = ⇔ = 得 ( ) jj j j j ff z aρ ξ+ = ， 

( ) ( ) ( )1
j

j

j j j j f j j j j j j j j
f

ag z L f z f z a
a

ρ ξ ρ ξ ρ ξ−+ = + = + = 。 

从而， 

( ) ( ) ( )1 1
j j j j j j jT g z c a cξ ρ ρ ξ ρ− − = + − = ⋅ −  ， 

( ) ( )0 lim limj jj j
j

a cT Tξ ξ
ρ→∞ →∞

−
= = = ∞  

与 ( )0T bξ′ = 矛盾。因此断言 1.2 成立。 
断言 1.3 的证明：假设 ( )T ξ 在上有极点 0ξ ，即 ( )0T ξ = ∞。 

由于 T 不恒为∞，故存在闭圆盘 ( ) { }0 0, :ξ δ ξ ξ ξ δ∆ = − ≤ ，当 j →∞时，
1
T
和

1

jT
在 ( )0 ,ξ δ∆ 上全纯，

且
1

jT
一致收敛于

1
T
。从而，在 ( )0 ,ξ δ∆ 上

( )
1 j

jT a c
ρ

ξ
−

−
也一致收敛于

1
T
。设 0ξ 是

1
T
的 ( )1m ≥ 重零点，则
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( )

( )0
1 0

m

T
ξ  ≠ 

 
， 且 存 在 正 数 ( )1δ δ≤ ， 使 得 在 ( ) { }0 1 0 1, : 0ξ δ ξ ξ ξ δ′∆ = < − < 内 有 ( )1 0

T
ξ

′  ≠ 
 

，

( )

( )1 0
m

T
ξ  ≠ 

 
。由于在 ( )0 ,ξ δ∆ 上

( )
1 j

jT a c
ρ

ξ
−

−
一致收敛于

1
T
，且 0ξ 是

1
T
的 m 重零点，由 Hurwitz 定理

知，当 j 充分大时对
( )
1 j

jT a c
ρ

ξ
−

−
存在 m 个互异的点 ijξ ， 1,2, ,i m=  ，满足 

( )
1 0j

j ij a cT
ρ

ξ
− =

−
， 1,2, ,i m=  ， 

且 0lim ijj
ξ ξ

→∞
= 。于是 ( )j j j ijg z c a cρ ξ+ − = − ，即 

( ) ( )
j

j j j ij j j j ij
f

ag z f z a
a

ρ ξ ρ ξ+ = + = ， 

则 ( ) jj j j ij ff z aρ ξ+ = 。从而 

( ) ( ) ( ) j
j j

j ij j j j ij j j j ij f
f f

a aT g z f z b b
a a

ξ ρ ξ ρ ξ′ ′ ′= + = + = = , 

( )
( )

( )

2

2 2

1 0
( )

ij

j ij j

j j ij

T b
T T a c

ξ ξ

ξ ρ
ξ ξ

=

′ ′ 
= − = − ≠   − 

， 1,2, ,i m=  。 

这说明当 j 充分大时
( ) ( )

2

2

1 jb
T a c

ρ
ξ

′ 
+   − 

在 1 1
0 0, :

2 2
δ δ

ξ ξ ξ ξ   ∆ = − <  
   

内至少有 m 个不同的零点。再

由 Hurwitz 定理知， 0ξ 至少为
1
T

′ 
 
 

的 m 重零点，即有
( )

( )0
1 0

m

T
ξ  = 

 
，矛盾。因此断言 1.3 得证。 

断言证明完毕。 
由断言 1.3 知，T 是一个整函数，由引理 5，T 的级数 1≤ 。从而由断言 1.2 得 ( ) eA BT b ξξ +′ = + 。 
以下分两种情形来考虑： 
情形 1 0A ≠ 。由 ( ) eA BT b ξξ +′ = + 得 

( )
A BeT b c
A

ξ

ξ ξ
+

= + + ，( , ,A B C 是常数)。 

设 ( )0 0T ξ = ，则由断言 1.1 和 ( ) eA B

T b c
A

ξ

ξ ξ
+

= + + 得 

( ) 0
0 eA BT b dξξ +′ = + = ， 0

1 d bc
b A

ξ
− = − + 

 
。 

因此，方程 ( ) 0g ξ = 只有一个解 0ξ ξ= ，但由 ( ) eA B

T b c
A

ξ

ξ ξ
+

= + + 知， ( ) 0T ξ = 有无穷多解，矛盾。 

情形 2 0A = 。由断言 1.1 知， ( )T dξ′ ≡ ，于是 ( ) ( )1T dξ ξ ξ= − 。从而有 

( )
( )
( )

( )#
2

0
0 0

1 0

T
T T d

T

′
′= ≤ =

+
， 
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即有 ( )# 0 1T d< + ，与 ( )# 0 1T d= + 矛盾。所以 G 在 D 内正规，G 在 D 内等度连续。 
由条件(1)知： 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }

min , , , , ,

min , , , , ,

f f f f f f

f f f f f f

a b a c b c

L a L b L a L c L b L c

ε σ σ σ

σ σ σ

≤

=
 

由引理 2，我们可知 fL 满足 Lipschitz’s 条件 

( ) ( )( ) ( ), ,L z L k zεσ ω σ ω≤ ， 

其中 kε 为取决于ε的常数。 
取一点 z D∈ ，对于任意 0ε > ，T 在 z D∈ 等度连续。存在 0δ > ，当 Dω∈ 满足 ( ),zσ ω δ< ， 对于

每个 f F∈ 满足 

( )( ) ( )( )( )1 1,f fL f z L f
kε

ε
σ ω− − ≤  。 

因此，当 ( ),zσ ω δ< ，每个 f F∈ 满足 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

1 1

1 1

, ,

,

f f f f

f f

f z f L L f z L L f

k L f z L fε

σ ω σ ω

σ ω ε

− −

− −

=

≤ <

   

 

 

即 F 在 z 处也等度连续。因此 F 在区域 D 内正规。 
定理 1 证明完毕。 
定理 2 的证明： 

在条件(2)下，存在非零常数 a，b 有 f

f

b b
a a

= 相对于 f 独立。Mobius 变换： ( ) f
f

a
L z z

a
= ，其逆变换

( )1
f

f

aL z z
a

− = 。接下来证明函数族 { }1 |fG L f f F−= ∈ 在 D 内正规。 

不妨设区域 D 是单位圆∆，假设 G 在单位圆∆内不正规，则由引理 1 知，存在子列{ }1
jj f jg L f G−= ⊂ ，

{ }jf F⊂ ，{ }jz ⊂ ∆，列{ }jρ 满足 0jρ → ，使得 ( ) ( )k
j j j j jT g zξ ρ ρ ξ−= + 在复平面上按球距内闭一致

收敛于一个非常数亚纯函数 T，且 T 的零点重级至少为 1k + 。 
我们断言： 
2.1 ( ) ( )kT bξ ≠ ； 
2.2 T 没有单重极点。 
断言 2.1 的证明：假设存在一点 0ξ ∈，使 ( ) ( )0

kT bξ = ，则 ( )kT 不恒等于 b。否则 T 为 k 次多项式。

这与T的零点重级 1k≥ + 矛盾。由于 ( ) ( )0
kT bξ = 且 ( )kT 不恒等于b，故由Hurwitz定理知，存在 jξ ， 0jξ ξ→ ，

使得当 j →∞时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
j

k k k
j j j j j j j j j j

f

aT g z f z b
a

ξ ρ ξ ρ ξ= + = + = ， 

( ) ( ) j

k
j j j j ff z bρ ξ+ = 。 

由 ( )
j j

k
j f j ff a f b= ⇔ = ，得 ( ) jj j j j ff z aρ ξ+ = ，从而 

( ) ( ) ( )
j

j j j j
j j j j j jk k k

j f j j

g z a aT f z
a

ρ ξ
ξ ρ ξ

ρ ρ ρ

+
= = + =  
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( ) ( )0 lim limj j kj j
j

aT Tξ ξ
ρ→∞ →∞

= = = ∞  

这与 ( ) ( )0
kT bξ = 矛盾，所以断言 2.1 成立。 

断言 2.2 的证明：设 ( )0T ξ = ∞。由于 T 不恒等于∞，则存在闭圆 ( )0 ,ξ δ∆ ，使得当 j →∞时，
1
T
和

1

jT

在圆上全纯，且
1

jT
一致收敛于

1
T
。所以在 ( )0 ,ξ δ∆ 上，

( )
1 k

j

jT a
ρ

ξ
− 一致收敛于

1
T
。又由于

1
T
不是常数，

所以存在 jξ ， 0jξ ξ→ ，使得当 j →∞时有
( )
1 0

k
j

j j aT
ρ

ξ
− = ，于是有 

( ) ( )
j

j j j j j j j j
f

ag z f z a
a

ρ ξ ρ ξ+ = + = ， ( ) jj j j j ff z aρ ξ+ = 。 

从而， 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

,

j

j

k
j j j j f

k k
j j j j j j j j

f

k k
j j j j j j j j

f z b

ag z f z b
a

T z g z b

ρ ξ

ρ ξ ρ ξ

ρ ξ ρ ξ

+ =

+ = + =

+ = + =

                          (1) 

若 1k = ，则由(1)得 

( )
( )
( )

( )
( ) ( )

0

0
2 2 2

0

2
2

2 2

1 lim lim

lim lim 0

j j

j j
j j j j

k
j k

jj j

TT b
T T T T

b b
a a

ξ ξ

ξξ
ξ ξ ξ ξ

ρ
ρ

→∞ →∞

=

→∞ →∞

′    ′′ 
   = − = − = −           

− −
= = =

 

因此 0ξ 为 ( )T ξ 的重极点。所以 T 没有单重极点。 
类似地，若 2k = ，则由(1)得 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

0

22
00

2 3 2 3
0 0

2 2

2 3 2

1 0 2 lim 2

lim 2 lim 2 lim

j jj j

j
j j j j

j jj j j j
j jj j j

j j j j j j

TTTT
T T T T T

TT T
T

T T T

ξ ξ

ξξξξ
ξ ξ ξ ξ ξ

ξξ ξ
ξ

ξ ξ ξ

→∞

=

→∞ →∞ →∞

 ′′  ′′′′ ′′      = = − + = − +        

  ′   ′′ ′     = − + = − ⋅ 
        

          (2) 

由于 ( )lim j jj
g ξ

→∞
= ∞，于是由(2)得 

( )
( )

2

2
lim 0j j

j
j j

T

T

ξ

ξ→∞

 ′
 − =
  

 

所以
( )

0

1 0
T

ξ ξ
ξ

=

′ 
=  

 
。因此 0ξ 为 ( )T ξ 的重极点，故 T 没有单重极点。 
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若 3k ≥ ，由归纳法可得 
( ) ( ) ( )

2 1
0 2

1 !
kk k

i
ik

i k

TT k AT
T T T +

≤ ≤ −

′  = − + + 
 

∑                               (3) 

其中 iA 是
( )11 1 1, , ,
k

T T T

−′ ′′     
     
     

 的多项式。 

因此由(1)和(3)得 

( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0

2 1
0 2

0 01
1 2

1 1
2

1 1lim

lim !

lim !

lim ! 1

j

kk

j
j

kk
j jj j i

i j jkj i kj j j j

k

j j i
i j jkj i kj j

k

j j k k i
j j i jj

j j

T T

TT
k AT

T T

T
k AT A

T

T
k T AT

T

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξξ
ξ

ξ ξ

ξ
ξ ξ

ξ

ξ
ξ

ξ

→∞

= =

+→∞ ≤ ≤ −

+→∞ ≤ ≤ −

− −

→∞

  
=         

 ′ = − + + 
  
 ′ = + + 
  

 ′
 = − − +
 
 

∑

∑

( ) ( ) ( )0 0
1 2

j j j
i k

T Aξ ξ ξ
≤ ≤ −

 
  +
 
  

∑

           (4) 

由于 ( )lim j jj
T ξ

→∞
= ∞，于是由(4)得 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1

2
1 2

lim ! 1 0

k

j j k k i
j j i j jj i kj j

T
k T AT

T

ξ
ξ ξ

ξ
− −

→∞ ≤ ≤ −

  ′  − − + =
  

   
∑  

类似地可得 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2

2
2 2

lim ! 1 0

k

j j k k i
j j i j jj i kj j

T
k T AT

T

ξ
ξ ξ

ξ
− −

→∞ ≤ ≤ −

  ′  − − + =
  

   
∑  

如此进行下去，可得 

( )
( )2

lim 0

k

j j

j
j j

T

T

ξ

ξ→∞

 ′
 − =
  

 

即得
( )

0

1 0
T

ξ ξ
ξ

=

′ 
=  

 
，从而 0ξ 为 ( )T ξ 的重极点。因而 T 没有单重极点，所以断言 2.2 成立。 

由引理 3 知，T 是有理函数。若 T 是多项式，则由 T 的零点重级 1k≥ + 及断言 2.1 可知，T 是常数，

矛盾；若 T 不是多项式，则由 T 的零点重级 1k≥ + ，断言 2.1 及引理 4 可知，T 有一个单极点，与 T 没有

单极点矛盾。 
因此 G 在 D 内正规，G 在 D 内等度连续。由条件(1)知： 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }

min , , , , ,

min , , , , ,

f f f f f f

f f f f f f

a b a c b c

L a L b L a L c L b L c

ε σ σ σ

σ σ σ

≤

=
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由引理 2，可知 fL 满足 Lipschitz’s 条件 ( ) ( )( ) ( ), ,L z L k zεσ ω σ ω≤ ，其中 kε 为取决于ε的常数。 
取一点 z D∈ ，对于任意 0ε > ，T 在 z D∈ 等度连续，存在 0δ > ，当 Dω∈ 满足 ( ),zσ ω δ< ， 对于

每个 f F∈ 满足 

( )( ) ( )( )( )1 1,f fL f z L f
kε

ε
σ ω− − ≤   

因此当 ( ),zσ ω δ< 时任一 f F∈ 满足 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

1 1

1 1

, ,

,

f f f f

f f

f z f L L f z L L f

k L f z L fε

σ ω σ ω

σ ω ε

− −

− −

=

≤ <

   

 

 

即 F 在 z 处也等度连续。因此 F 在区域 D 内正规。 
定理 2 证明完毕。 
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