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Abstract 

In this paper, we study zeros of difference product ( ) ( )( )nf z f z n 2∆ ≥  and the value distribution of 

difference product ( ) ( )f z f z∆  under the condition of ( )f z  is a transcendental meromorphic func-

tion of finite order, where ( ) ( ) ( )f z f z c f z∆ = + − , c is a Non-zero constant such that ( ) ( )/f z c f z+ ≡ . 
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摘  要 

本文主要研究 ( )f z 为有限级超越亚纯函数时，差分乘积 ( ) ( )( )nf z f z n 2∆ ≥ 的零点情况以及 ( ) ( )f z f z∆

的值分布情况，此处 ( ) ( ) ( )f z f z c f z∆ = + − ，c为任意非零常数满足 ( ) ( )/f z c f z+ ≡ 。 
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1. 引言与定理 

本文使用了 Nevanlinna 值分布论中常用记号及其基本结论[1]。本文出现的“亚纯函数”表示在整个

复平面上亚纯。另外本文使用 ( )fσ 表示亚纯函数 f 的增长级， 

( )fλ 表示亚纯函数 f 的零点收敛指数， ( )1 fλ 表示亚纯函数 f 的极点收敛指数，记

( ) ( ) ( )f z f z c f z∆ = + − ，c 为任意非零常数使得 ( ) ( )f z c f z+ ≡/ 。 
Hayman 在[2]中证明了下面定理。 
定理 A 若 f 为一个超越整函数且 2n ≥ ，则 nf f ′可取所有非零复常数无限多次。 
2007 年 Laine 和 Yang 在[3]中研究 Hayman 定理的差分形式的时候得出以下定理。 
定理 B 设 ( )f z 为有限级超越整函数，c 为一非零复常数，则对于所有的 2n ≥ ， ( )nf f z c+ 可取所

有非零值 a 无限多次。 
我们知道 ( )f z∆ 能够看成 ( )f z′ 的差分形式，因此 ( ) ( )nf z f z′ 的差分形式也可以看成 ( ) ( )nf z f z∆ ，

因此 ( ) ( )nf z f z∆ 这一类差分乘积得到了数学家们的关注，其中 Chen 在[4]研究差分乘积 ( ) ( )nf z f z∆ 的

零点情况时得到以下定理。 
定理 C 设 ( )f z 为有限级超越整函数，c 为任意非零复常数使得 ( ) ( )f z c f z+ ≡/ 。 
令 ( ) ( ) ( )n

nH z f z f z= ∆ ， 2n ≥ 为整数。则以下结论成立 
1) 若 ( )f z 具有无数多个零点，或者满足 ( ) 1fσ ≠ ，则 ( )nH z 有无数多个零点。 
2) 若 ( )f z 仅有有限多个零点并且满足 ( ) 1fσ = ，则 ( )nH z 仅有有限多个零点。 
本文将上述定理的“整函数”条件推广到“亚纯函数”，得到以下定理。 
定理 1 设 ( )f z 为极点收敛指数 ( ) ( )1 f fλ σ< < +∞的超越亚纯函数，c 为任意非零复常数使得

( ) ( )f z c f z+ ≡/ 。 ( ) ( ) ( )n
nH z f z f z= ∆ ， 2n ≥ 为整数。则以下结论成立 

1) 若 ( )f z 具有无数多个零点，或者满足 ( ) 1fσ ≠ ，则 ( )nH z 有无数多个零点。 
2) 若 ( )f z 仅有有限多个零点并且满足 ( ) 1fσ = ，则 ( )nH z 仅有有限多个零点。 
同时 Chen 在[4]中也考虑到差分乘积 ( ) ( )nf z f z∆ 当 1n = 即 ( ) ( )f z f z∆ 的值分布情况，并得到以下定

理。 
定理 D ( )f z 为有限级超越整函数，且具有 Borel 例外值 d，c 为任意非零复常数使得 ( ) ( )f z c f z+ ≡/ 。

函数集 ( ) ( ) ( )H z f z f z= ∆ ，则以下结论成立 
1) ( )H z 可取任何非零复常数 a 无穷多次且满足 ( ) ( )H a fλ σ− = 。 
2) 若 0d ≠ ，则 ( )H z 无有限的 Borel 例外值。 
3) 若 0d = ，则 0 也是 ( )H z 的 Borel 例外值，从而 ( )H z 无有限非零的 Borel 例外值。 
定理E ( )f z 为有限级超越整函数，c为任意非零复常数使得 ( ) ( )f z c f z+ ≡/ 。令 ( ) ( ) ( )H z f z f z= ∆ ，

则以下结论成立 
1) 若 ( )f z 仅有有限多个零点且满足 ( ) 1fσ ≠ ，或者 ( )f z 具有无穷多个零点，则 ( )H z 有无数多个

零点。 
2) 若 ( )f z 仅有有限多个零点并且满足 ( ) 1fσ = ，则 ( )H z 仅有有限多个零点。 
本文将定理 D、E 中的整函数推广到亚纯函数得到如下定理。 
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定理 2 设 ( )f z 为具有两个 Borel 例外值 ,d ∞ 的有限级超越亚纯函数，c 为任意非零复常数使得

( ) ( )f z c f z+ ≡/ 。令 ( ) ( ) ( )H z f z f z= ∆ ，则以下结论成立 
1) ( )H z 可取任何非零复常数 a 无穷多次且满足 ( ) ( )H a fλ σ− = 。 
2) 若 0d ≠ ，则 ( )H z 无有限的 Borel 例外值。 
3) 若 0d = ，则 0 也是 ( )H z 的 Borel 例外值，从而 ( )H z 无有限非零的 Borel 例外值。 
定理 3 设 ( )f z 为极点收敛指数 ( ) ( )1 f fλ σ< < +∞的超越亚纯函数，c 为任意非零复常数使得

( ) ( )f z c f z+ ≡/ 。令 ( ) ( ) ( )H z f z f z= ∆ ，则以下结论成立 
1) 若 ( )f z 仅有有限多个零点且满足 ( ) 1fσ ≠ ，或者 ( )f z 具有无穷多个零点，则 ( )H z 有无数多个

零点。 
2) 若 ( )f z 仅有有限多个零点并且满足 ( ) 1fσ = ，则 ( )H z 仅有有限多个零点。 
最后，根据 Borel 例外值的定义，“ ( )f z 为具有两个 Borel 例外值 ,d ∞的有限级超越亚纯函数”等

价于 ( ) ( )f fλ σ< ， ( ) ( )1 f fλ σ< 。 

2. 引理 

本文定理的证明需要用到下述引理。 
引理 1 [5] 设 ( )f z 为差分方程 ( ) ( ), ,nf P z f Q z f= ，的一个非常数有限级亚纯解，此处

( ) ( ), , ,P z f Q z f 为 f 的差分多项式，其系数 ( )( )1, ,ja z j s= 
为亚纯函数，令 1δ < ，若关于 f 及其平移的

差分多项式 ( ),Q z f 的次数至多是 n，则有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

,
, , , , .

s

j
j

T r c f
m r P z f o o T r f O m r a

rδ =

 +  
= + +       

∑  

对所有的 r 除去一个关于 r 的可能存在的具有有限对数测度的例外集成立。 
引理 2  [6] 设 ( )( )( )1, , 2jf z j n n= ≥

为亚纯函数， ( )( )( )1, , 2jg z j n n= ≥
为整函数且满足 

1) ( ) ( )
1 e 0jn g z

jj f z
=

≡∑ ； 

2) 当1 j k n≤ < ≤ 时， ( ) ( )j kg z g z− 不是常数； 

3) 当1 ,1j n h k n≤ ≤ ≤ < ≤ 时， ( ) ( ){ }( ), , e ,h kg g
jT r f o T r r r E−= →∞ ∉ ， ( )1,E ⊂ ∞ 为具有有限线性测

度或有限对数测度的集合。则有 ( ) ( )0 1, ,jf z j n≡ = 
。 

引理 3 [7] 设 ( )f z 为非常数有限级亚纯函数，对 ( )\ 0c C∈ ，有 

( )
( ) ( ), , .

f z c
m r S r f

f z
 +

=  
 

 

引理 4 [7] 设 ( )f z 为极点收敛指数 ( )1 fλ λ= < +∞ 的超越亚纯函数，c 为任意非零复常数，则对

0ε∀ > 有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1, , log .N r f z c N r f O r O rλ ε− ++ = + +  

引理 5 设 ( )f z 为极点收敛指数 ( ) ( )1 f fλ σ< < +∞的超越亚纯函数，c 为任意非零复常数，令

( ) ( ) ( )( )1n
nH z f z f z n= ∆ ≥ ，则 ( ) ( )nH fσ σ= 。 

证明： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 .nn
n

f z
H z f z f z f z

f z
+ ∆

= ∆ =                        (2.1) 

由(2.1)以及引理 3、4 可得 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1, 1 , , 1 , .n

f z
m r H n m r f m r n m r f O r

f z
σ ε− + ∆

≤ + + = + +  
 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , 2 , log .nN r H nN r f N r f z n N r f O r O rλ ε− +≤ + ∆ ≤ + + +  

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 2 , log .nT r H n T r f O r O rσ ε− +≤ + + +  

这意味着 ( ) ( )nH fσ σ≤ 。接下来证明 ( ) ( )nH fσ σ≥ 。 
由(2.1)以及引理 3、4 也可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 11 , , , , , .n

n n
f z

n m r f m r f m r H m r m r H O r
f z

σ ε+ − + 
+ = ≤ + = +  ∆ 

 

由 ( ) ( )1 f fλ σ< 得， ( ) ( )1,N r f O rσ ε− += 。 
因此 ( ) ( ) ( )1, , nT r f m r H O rσ ε− +≤ + 。从而， ( ) ( )nH fσ σ≥ 结论成立。 

3. 定理 1 的证明 

证明：1) 因为 ( )f z 为超越亚纯函数且 ( ) 0f z∆ ≡/ ，从而当 ( )f z 有无穷多个零点时， ( )nH z 具有无穷

多个零点。 
现假设 ( )f z 仅有有限多个零点且 ( ) 1fσ ≠ 。又因为 ( )f z 为超越亚纯函数，故 ( )f z 能写成以下形式 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )1

2

e : e .q z q zp z
f z r z

p z
= =                             (3.1) 

此处 ( )q z 为多项式， ( )1p z 为整函数满足 ( ) ( )1p fσ σ< ， ( )2p z 为 ( )f z 极点的典型乘积，因此

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1p p r f fσ λ λ λ σ= = = < 。显然 ( ) ( )r fσ σ< 。 
由(3.1)可得 ( ) ( ) ( )eq z cf z c r z c ++ = + 。因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1e e .n nnq z q z c n q z
nH z r z r z c r z ++ + += + −                         (3.2) 

由引理 5 及 ( )f z 为超越函数，可得 ( )nH z 为超越函数，故 ( )nH z 能表示成如下形式 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )1 1
1e : e .q z q z

n
g z

H z r z
p z

= =                              (3.3) 

此处 ( )1q z 为多项式， ( )g z 为整函数满足 ( ) ( )ng Hσ σ< ， ( )p z 为 ( )nH z 极点的典型乘积，因此

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 n np p r H Hσ λ λ λ σ= = = < 。显然 ( ) ( )1 nr Hσ σ< 。 
由(3.2) (3.3)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1
1e e e .n nnq z q z c n q z q zr z r z c r z r z++ + ++ − =                    (3.4) 

假设 ( ) 1
1 0 , 0k k

k k kq z a z a z a a−
−= + + + ≠ ，此处 0, ,ka a 为常数，由 ( ) 1fσ ≠ 可知 2k ≥ 。因此

( ) ( ) 1 2
1 2 0

k k k
k k k kq z c a z kca a z a z a− −

− −′ ′+ = + + + + + ，此处 2 0, ,ka a−′ ′
 为常数。 

由 0ka ≠ 可知 ( ) ( )1 11 1k k kn a kca n a− −+ ≠ + + ，故 ( ) ( ) ( ) ( )( )1n q z nq z q z c+ − + + 不为常数。 
若 ( ) ( ) ( )1nq z q z c q z+ + − 和 ( ) ( ) ( )11n q z q z+ − 都 不 为 常 数 ， 则 由 引 理 2 及 (3.4) 可 得

( ) ( ) ( ) ( )10, 0, 0n nr z r z c r z r z++ ≡ ≡ ≡ 。这是矛盾的。 
若 ( ) ( ) ( )1nq z q z c q z b+ + − = ，b 为非零常数。即 ( ) ( ) ( )1nq z q z c b q z+ + − = ，因此(3.4)可变为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1e e e =0.n nnq z q z c n q zbr z r z c r z r z ++ + +− + − −                  (3.5) 

由(3.5)及引理 2 可得 ( ) ( ) ( ) ( ) 1
1e 0, 0n nbr z r z c r z r z +−+ − ≡ ≡ 。这也是矛盾的。 

若 ( ) ( ) ( )11n q z q z+ − 为常数，则可由同样的方法得到矛盾。因此可得 ( )nH z 有无穷多个零点。 
2) 假设 ( )f z 仅有有限多个零点且 ( ) 1fσ = 。则 ( )f z 可写成如下形式 

( ) ( )
( ) ( )1

2

e : e .az d az dp z
f z r z

p z

∗
+ ∗ +

∗= =                           (3.6) 

此处 ,a d 为常数， ( )1p z∗ 为多项式， ( )2p z∗ 为 ( )f z 极点的典型乘积，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1p p r f fσ λ λ λ σ∗ ∗ ∗= = = < 。显然 ( ) ( )r fσ σ∗ < 。 
由(3.6)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )1e e , e e .n n az dac az d ac
nf z c r z c H z r z r z c r z + +∗ + ∗ ∗ ∗+ = + = + −  

因为 ( ) ( )f z c f z+ ≡/ ，所以 ( ) ( )e 0acr z c r z∗ ∗+ − ≡/ 。又因为 ( ) 0r z∗ ≡/ ，故 ( )nH z 仅有有限多个零点。 

4. 定理 2 的证明 

我们先证明第 2)和 3)。 
2) 假设 0d ≠ ，则 ( )f z 能写成如下形式。 

( ) ( )
( ) ( )1

2

e : e .
m maz azp z

f z d d r z
p z

= + = +                           (4.1) 

此处 a 为非零常数，m 为正整数， ( )1p z 为整函数满足 ( ) ( )1p fσ σ< ， ( )2p z 为 ( )f z 极点的典型乘积，

因此 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1p p r f fσ λ λ λ σ= = = < 。显然 ( ) ( )r fσ σ< 。因此 

( ) ( ) ( )e .
mazf z c d r z c r z′+ = + +                             (4.2) 

此处 ( )r z′ 为整函数，且满足 ( ) 1f mσ = − 。由(4.1) (4.2)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2e e .
m maz azH z r z r z c r z r z d r z c r z r z′ ′= + − + + −                      (4.3) 

由 ( ) ( )f z c f z+ ≡/ ，可得 ( ) ( ) ( ) 0r z c r z r z′+ − ≡/                     (4.4) 

由(4.3) (4.4)可得 ( )H z 为有限级超越亚纯函数，且满足 ( ) ( )H f mσ σ= = 。 
若 ( )H z 有 Borel 例外值 d ∗，则 ( )H z 可表示成如下形式。 

( ) ( )
( ) ( )e : e .

m mbz bzg z
H z d d r z

p z
∗ ∗ ∗= + = +                          (4.5) 

此处 b 为非零常数，m 为正整数， ( )g z 为整函数满足 ( ) ( )g Hσ σ< ， ( )p z 为 ( )H z 极点的典型乘积，因

此 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1p p r H Hσ λ λ λ σ∗= = = < 。 ( ) ( )r H mσ σ∗ < = 。 
由(4.3) (4.5)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2e e e 0.
m m maz az bzr z r z c r z r z d r z c r z r z d r z∗ ∗′ ′+ − + + − − − =           (4.6) 

若 b a≠ 且 2b a≠ ，则由引理 2 和(4.6)可得 

( ) ( ) ( ) 0,r z c r z r z′+ − ≡  

这是矛盾的。 
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若 b a= 或 2b a= ，则利用定理 1 中得出(3.5)式的方法也可以推出矛盾。因此， ( )H z 无有限的 Borel
例外值，(2)证明完毕。 

下证(3)，若 0d = 为 ( )f z 的 Borel 例外值，利用同样的方法由(4.3)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2e .
mazH z r z r z c r z r z′= + −                             (4.7) 

因为 ( ) ( ) ( ) ( ) 0r z r z c r z r z′+ − ≡  /  且 ( ) ( ) ( ) ( )( )r z r z c r z r z mσ ′+ − <   ，所以 0 为 ( )H z 的 Borel 例外

值，从而 ( )H z 再无非零有限的 Borel 例外值。 
最后证明 1)，由 2) 3)可知若 ( )f z 有有限的 Borel 例外值，则任何非零有限值 a 必不为 ( )H z 的 Borel

例外值。因此 ( )H z 可取 a 无穷多次，因此可得 ( ) ( ) ( )H a H fλ σ σ− = = 。 

5. 定理 3 的证明 

1) 因为 ( )f z 为亚纯函数且 ( ) 0f z∆ ≡/ ，所以当 ( )f z 有无穷多个零点时 ( )H z 也有无穷多个零点。 
现假设 ( )f z 有有限多个零点且 ( ) 1fσ ≠ ，因此 ( )f z 能写成如下形式 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )1

2

e : e .h z h zp z
f z r z

p z
= =                              (5.1) 

此处 ( )h z 为多项式， ( )deg 2h z ≥ ， ( )1p z 为多项式， ( )2p z 为 ( )f z 极点的典型乘积，因此

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1p p r f fσ λ λ λ σ= = = < 。显然 ( ) ( )r fσ σ< 。 
由(5.1)可得 ( ) ( ) ( )eh z cf z c r z c ++ = + 。因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2e e .h z h z c h zH z r z r z c r z+ += + −                         (5.2) 

由引理 5 及 ( )f z 为超越函数，可得 ( )H z 为超越函数，故 ( )H z 能表示成如下形式 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )e : e .h z h zg z
H z r z

p z
∗ ∗∗= =                               (5.3) 

此处 ( )h z∗ 为多项式， ( )g z 为整函数满足 ( ) ( )g Hσ σ< ， ( )p z 为 ( )H z 极点的典型乘积，因此

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1p p r H Hσ λ λ λ σ∗= = = < 。显然 ( ) ( )r Hσ σ∗ < 。 
由(5.2) (5.3)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2e e e .h z h z c h z h zr z r z c r z r z
∗+ + ∗+ − =                        (5.4) 

若 ( ) ( ) ( )h z h z c h z∗+ + − 和 ( ) ( )2h z h z∗− 都不为常数，则由引理 2 及(5.4)可得 ( ) ( ) 0r z r z c+ ≡ ，

( )2 0r z ≡ ， ( ) 0r z∗ ≡ 。这是矛盾的。 
若 ( ) ( ) ( )h z h z c h z∗+ + − 或 ( ) ( )2h z h z∗− 为常数，则用证明定理 1 的方法也可以得到矛盾结论。因此

( )H z 有无穷多个零点。 
2) 假设 ( )f z 仅有有限多个零点且 ( ) 1fσ = 。则用证明定理 1 中证明 2)的方法也可以得出结论。因

此定理 3 证明完毕。 
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