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Abstract 

Through the Nevanlinna theory of meromorphic function, this paper studied the growth of infinite 
order of higher order differential equations, and estimated upper bound and lower bound of 
higher order, higher lower order for the equation solution. 
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摘  要 

本文利用亚纯函数的Nevanlinna理论研究了高阶复微分齐次方程的无穷级整函数解的增长性，估计了方

程解的超级、超下级的上界和下界。 
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1. 引言和主要结果 

本文使用值分布理论的标准记号，对于亚纯函数 ( )f z ，用 ( ) ( ),f fρ µ 分别表示亚纯函数 ( )f z 的级、

下级。 
定义 1：亚纯函数 ( )f z 的级、下级、零点收敛指数和极点收敛指数定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )log , log ,
limsup ; liminf .

log logrr

T r f T r f
f f

r r
ρ µ

+ +

→∞→∞
= =  

定义 2：亚纯函数 ( )f z 的超级、超下级分别定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

log log , log log ,
limsup ; liminf .

log logrr

T r f T r f
f f

r r
ρ µ

+ +

→∞→∞
= =  

定义 3：集合 [ )0,E ⊂ +∞ ，则 E 的 Lebesgue 线性测度为 ( ) d
E

m E t= ∫ 。 

集合 [ )1,F ⊂ +∞ ，则 F 的对数测度为 ( ) d
l

F

tm F
t

= ∫ 。 

集合 [ )0,E ⊂ +∞ 的上密度和下密度定义如下： 

[ ]( ) [ ]( )0, 0,
dens limsup ; dens liminf .

rr

m E r m E r
E E

r r→∞→∞
= =

 

 

集合 [ )1,F ⊂ +∞ 的上对数密度和下对数密度定义如下： 

[ ]( ) [ ]( )1, 1,
logdens limsup ; logdens liminf .

log log
l l

rr

m F r m F r
F F

r r→∞→∞
= =

 

 

关于线性微分方程 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 0 0k k s
k sf A z f A z f A z f−
−+ + + + + =                    (1.1) 

解的增长性问题，主要有以下几个重要的结果，其中 ( )( )0,1, , 1jA z j k= − 是整函数。 
定理 A [1]：设 ( )( )0,1, , 1jA z j k= − 是整函数，满足 ( ){ } ( )0max , 1,2, , 1jA j k Aρ ρ= − < ，则方程

(1.1)的非平凡解是无穷级。 

定理 B [1]：设 ( )( )0,1, , 1jA z j k= − 是整函数，满足 ( ) ( ){ } ( )0
1max ,
2j sA A j s Aρ ρ ρ< ≠ < ≤ ，则方

程(1.1)的非平凡解是无穷级。 

现在的主要问题是：若主导系数为中间的系数 ( )sA z 且 ( ) 1
2SAρ > ，方程(1.1)的非平凡解是否是无穷

级？ 
在定理 A，定理 B 之后也出现了很多结果，文献[2]中证明了如下结果： 
定理 C [2]：设 ( )( )0,1, , 1jA z j k= − 是整函数，满足 ( ){ } ( )0max , 0jA j Aρ ρ≠ < < +∞，则微分方程

(1.1)的每个非平凡解 ( )f z 满足 ( ) ( )2 0f Aρ ρ= 。 
定理 D [2]：设 ( ) ( ), 0,1, , 1 , 0jA z j k F= − ≠ 是整函数，若存在 ( )( )0 1sA z s k≤ ≤ − 满足 
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( ) ( ){ } ( ) 1max , , ,
2j sb A F j s Aρ ρ ρ= ≠ < <  

则微分方程 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 0
k k s

k sf A z f A z f A z f F−
−+ + + + + =                   (1.2) 

的每个超越解 ( )f z 满足 ( ) ( )2 sf Aρ ρ= 。 
在文献[3]中已证明了下列结论： 
定理 E [3]：设 ( ) ( ), 0,1, , 1jA z j k= − 是整函数，满足 

( ){ } ( ) ( )0 0max , 0jA j A Aρ µ ρ≠ < < < +∞  

则方程(1.1)的每个非平凡解满足 ( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 0A f f Aµ µ ρ ρ= ≤ ≤ 。 
定理 F [3]：设 ( ) ( ), 0,1, , 1jA z j k= − 是整函数，若存在 { }1,2, , 1s k∈ − 使得 

( ){ } ( )0
1max , 0,
2jA j s Aρ µ≠ < < ， ( )SA z 的亏值有限，则方程(1.1)的每个非平凡解满足： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 2 0max , .sA f A Aµ ρ ρ ρ≤ ≤  

在文献[4]已证。 

定理 G [4]：设 ( ) ( ),A z B z 是两个整函数， ( ) 10
2

Bµ< < ，若存在实常数 ( )Bµ µ< 和下对数密度为 1 

的集合 [ )1,Eµ ⊂ +∞ ，使得对任意的 r Eµ∈ ，有 

( ) ( )min exp ,
z r

A z rµ

=
≤  

则方程 
( ) ( ) 0f A z f B z f′′ ′+ + =                               (1.3) 

的任意非平凡解 ( )f z 满足 ( ) ( )2 f Bρ µ≥ 。 
文献[5]已证下列结论： 

定理 H [5]：设 ( ) ( ),A z B z 是级有限的整函数，满足 ( ) ( ) ( ) ( ) 1
2

A B B Aµ µ ρ ρ< < < < ，则方程(1.3)的

任意非平凡解 ( )f z ，满足 ( ) ( ) ( ) ( )2 2f B f Aµ ρ ρ ρ≤ ≤ = 。 

定理 I [5]：设 ( ) ( ),A z B z 是级有限的整函数，满足 ( ) ( ) ( )1
2

B A Aρ µ ρ< < < ，则方程(1.3)的任意非平

凡解 ( )f z ，满足 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1
2

f A f Aµ µ ρ ρ≤ < ≤ ≤ 。 

本文是将定理 G, H, I 的结论推广到方程(1.1)中去，得到以下几个结果： 

定理 1：设 ( ) ( ), 0,1, , 1jA z j k= − 是整函数， ( )0
10
2

Aµ< < ，若存在实常数 ( )0Aµ µ< 和下对数密度 

为 1 的集合 [ )1,Eµ ⊂ +∞ ，即 logdens 1Eµ = 使得对任意的 r Eµ∈ ，有 

( ) ( ) ( )min exp , 1,2, , 1jz r
A z r j kµ

=
≤ = −  

则方程(1.1)的任意非平凡解 ( )f z ，满足 ( ) ( )2 0f Aρ µ≥ 。 
定理 2：设 ( ) ( ), 0,1, , 1jA z j k= − 是整函数，满足 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }0 0
1max , 0 max , 0 ,
2j jA j A A A jµ µ ρ ρ≠ < ≤ < ≠ <  
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则方程(1.1)的任意非平凡解 ( )f z ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 0 2 max , 0 .jf A f A jµ ρ ρ ρ< ≤ = ≠  

定理 3：设 ( ) ( ), 0,1, , 1jA z j k= − 是级有限的整函数，满足 

( ) ( ){ } ( ){ }0
1max , 0 max , 0 ,
2j jA A j A jρ µ ρ< ≠ < ≤ ≠  

则方程(1.1)的任意非平凡解 ( )f z ，满足 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 2
1max , 0 max , 0 .
2j jf A j f A jµ µ ρ ρ≤ ≠ < ≤ ≤ ≠  

2. 相关引理 

引理 1 [1]：设 ( )f z 是超越亚纯函数， 1α > 是常数，对任意给定的 0ε > ，存在对数测度有限的集合

[ )1 1,E ⊂ +∞ 和常数 0B > ，B 依赖于α 和 ( )( ), ,m n m n N m n∈ <且 ，使得对任意的 z，满足 [ ] 10,1z r E= ∉  ，

有 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ),
log log ,

n mn

m

f z T r f
B r T r f

rf z
αα

α
−

 
≤  

 
 

引理 2 [1]：f 是级为有穷的超越亚纯函数，对给定的实常数 0ε > 及两个整数 ,k j ，且 0k j> ≥ ，则

下列结论成立： 
1) 存在对数测度有穷的集合 ( )1,E ⊂ +∞ ，使得对所有的 z 满足 [ ]0,1z E∉  ，有： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )1
k

k j f
j

f z
z

f z
ρ ε− − +≤  

2) 存在线性测度有限的集合 [ )0,F ⊂ +∞ ，使得对所有的 z 满足 z F∉ ，有： 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) .
k

k j f
j

f z
z

f z
ρ ε− +≤  

引理 3 [6]：设 ( )f z 是整函数， ( )fµ < ∞ 是常数，对任意给定的 0ε > ，存在对数测度无穷的集合

( )0,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 r E∈ ，有 

( ) { } ( ), exp , , .M r f r m r f rµ ε µ ε+ +< <  

引理 4 [7]：设 ( )f z 是超越整函数， 1
10
4

η< < 和点列{ }rz ，使得 rz r= 和 ( ) ( ) ( ) 1
1
4,r ff z M r f r ηυ − +> ，

则存在对数测度有限的集合 ( )0 0,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 0r E∉ ，有 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )1 1 ,
jj

fr

r r

ff z
j N

f z z
υ

ο
 

= + ∈  
 

 

其中 ( )f rυ 是 ( )f z 的中心指标。 
引理 5 [2]：设 ( )f z 是级为无穷的整函数，满足 ( ) ( )2 2,f fρ ρ µ µ= = ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

log log log log
limsup liminf

log log
f f

rr

r r
f f

r r
υ υ

ρ ρ µ µ
→∞→∞

= = = =和  

引理 6：设 ( ) ( ), 0,1, , 1jA z j k= − 是级有限的整函数，则方程(1.1)的解 ( )f z 满足： 
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( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }2 0 2 0max , , 0 max , , 0j jf A A j f A A jµ µ ρ µ ρ µ≤ ≠ ≤ ≠和  

证明：由方程(1.1)得 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2 1 0

k k k

K K
f z f z f z f z

A z A z A z A z
f z f z f z f z

− −

− −

′
= − − − − − 于是，有 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1 0

k k

K
f z f z f z

A z A z A z
f z f z f z

−

−

′
≤ + + +                   (2.1) 

由引理 3，存在对数测度有限的集合 [ )0 1,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 z 满足 0z r E= ∉ 和 ( ) ( ),f z M r f= ，

有 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )1 1 , 1,2, ,
jj

f ff z
j k

f z r
υ

ο
 

= + =  
 


                       (2.2) 

令 ( ) ( ){ }0max , , 0jA A j aµ ρ ≠ = ，应用引理 2，对任意给定的 0ε > ，存在对数测度无穷的集合

( )1 0,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 z 满足 1z r E= ∈ 时，有 

( ) { } ( )exp , 0,1,2, , 1a
jA z r j kε+< = −                          (2.3) 

将(2.2) (2.3)代入(2.1)，则对任意的 z 满足 1 0\z r E E= ∈ 和 ( ) ( ),f z M r f= ，有 

( ) ( )( ) { } ( ) ( )( )
1

1 1 exp 1 1
k k

f faf f
k r

r r
ευ υ

ο ο
−

+   
+ ≤ ⋅ +      

   
                  (2.4) 

由(2.4)式及引理 4，有 

( ) ( ) ( ){ }2 0max , , 0jf a A A jµ µ ρ≤ = ≠  

类似地可证明 

( ) ( ) ( ){ }2 0max , , 0jf a A A jµ ρ µ≤ = ≠  

引理 7 [5]：设 ( )f z 是整函数且 ( ) 1
2

fρ ρ= < ，记 

( ) ( ) ( ) ( )min log , max log
z r z r

A r f z B r f z
= =

= =  

若 1ρ α< < ，则 

( ) ( ) ( ){ }( )logdens : cos π 1r A r B r ρ
α

α
> > −  

引理 8 [4]：设 ( )f z 是整函数且 ( ) 10
2

fµ< < ，记 

( ) ( ) ( ) ( )inf log , sup log
z r z r

m r f z M r f z
= =

= =  

则对任意 ( )( ),1fα µ∈ ，有 

[ ) ( ) ( ) ( ){ }( ) ( )
logdens 1, : cos π 1

f
r n r M r

µ
α

α
∈ +∞ > > −  
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引理 9 [5]：设 ( )f z 是整函数且 ( ) ( )1 ,
2

f fµ µ µ ρ ρ= < < = ，若
1 1min , ,
2 2

µ ρ ρ δ α ≤ < < < 
 

，则

( ) ( ) ( ){ }( ) ( )logdens : cos π , ,r A r B r r Cδα ρ δ α> > > ， ( ), ,C ρ δ α 是依赖于 , ,ρ δ α 的正常数。 

引理 10 [2]：设 ( )f z 是超越整函数，则存在对数测度有限的集合 ( )0,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 z 满足

z r E= ∉ 且 ( ) ( ),f z M r f= ，有 

( )
( ) ( )

( )2 ,j
j

f z
r j N

f z
≤ ∈  

引理 11 [5]：设 ( )f z 是整函数，且 ( )fρ ρ= < +∞，则存在对数测度无穷的集合 [ )1,E ⊂ +∞ ，使得对

任意的 z，有 

( )log ,
lim .

logr

T r f
r

ρ
→∞

=  

引理 12 [8]：设 ( ) ( ), 0,1, , 1jA z j k= − 是整函数且 ( )jAρ ρ≤ < +∞，若 ( )f z 是方程(1.1)的解，则

( )2 fρ ρ≤ 。 

3. 定理的证明 

3.1. 定理 1 证明 

设 ,µ β 是两个常数，满足 ( )00 Aµ β µ< < < ， ( )f z 是方程(1.1)的非平凡解，根据假设集合 [ )1,Eµ ⊂ +∞

且 logdens 1Eµ = 使得对任意的 r Eµ∈ ，有 

( ) ( ) ( )min exp , 1,2, , 1jz r
A z r j kµ

=
≤ = −  

令 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 : , min exp , 0j jz r
E z z r E A z A z r jµ

µ =
= = ∈ = ≤ ≠ ，则 { }( )1logdens : 1z z E∈ = ，对任意

的 z 有 

( ) ( )( )exp 0 .jA z z jµ≤ ≠                                 (3.1) 

在 ( )0A z 中应用引理 8，对任意给定的 ( )( )0 ,1Aα µ∈ ，存在集合 [ )2 1,E ⊂ +∞ ，使 

( ) ( )0
2logdens 1

A
E

µ
α

≥ − ，对任意的 z 满足 [ ]2 0\ 0,z r E r= ∈ ， 0r 是常数且 0 1r > ，有 

( ) ( )0 exp .A z rβ≥                                   (3.2) 

应用引理 1，存在对数测度有限的集合 [ )3 1,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 z，满足 [ ]3 0,1z r E= ∉  ，有 

( ) ( )
( ) ( )22 , , 1, 2, , 1,

j
jf z

BT r f j k
f z

≤ = −                         (3.3) 

其中，B 为常数且 0B > 。 
令 { } [ ]( ){ }4 1 2 0 3: \ 0,E z z E E r E= ∈   ，显然 ( )4logdens 0E > ，故在 4E 中存在序列{ }jr ，当 j →∞时

jr →∞，当 jz r r= = 时，(3.1) (3.2) (3.3)都成立，故 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 1
exp 1 exp 2 ,

k
j j jr r B T r fβ µ −

≤ + ⋅  
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( )( )( ) ( ) ( )2 1
exp 1 1 2 ,

k
j jr B T r fβο

−
− ≤ ⋅                          (3.4) 

由(3.4)当 j →∞时，有 

( )
r

log log ,
lim

log
T r f

r
β

→∞
≥  

由 ( )0Aβ µ< 的任意性，有 

( ) ( )2 0 .f Aρ µ≥  

3.2. 定理 2 证明 

根据定理 B 和引理 5，方程(1.1)的任意非平凡解 ( )f z 满足 ( ) ( ){ }2 max , 1,2, , 1jf A j kρ ρ= = − ，又

由引理 6 方程(1.1)的任意非平凡解 ( )f z 满足 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }2 0 2 0max , , 0 , max , , 0 .j jf A A j f A A jµ µ ρ µ ρ µ≤ ≠ ≤ ≠  

由 ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }0 0
1max , 0 max , 0
2j jA j A A A jµ µ ρ ρ≠ < ≤ < ≠ < 得 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )2 0 2max , 0 max , 0 .j jf A j A A j fµ µ ρ ρ ρ≤ ≠ < < ≠ =  

结论得证。 

3.3. 定理 3 证明 

设 ( )f z 是方程(1.1)的非平凡解，由引理 6 有 

( ) ( ){ }2 max , 0 .jf A jµ µ≤ ≠  

不妨设 ( ){ } ( )max , 0j sA j Aρ ρ≠ = ，方程(1.1)可变形为 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1 1 0

k k s s

S k s ss s s s s s

f f f f f fA z A z A z A z A z A z
f f f f f f

− + −

− + −

′
= − − − − − − − −  ， 

于是 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1 1

1 1

1

1 1 0

1 1

1 1

1 2

1 2 1 0

......

( )

.

k k s

S k ss s s

s

s s s s

k k s

k ss s s

s s

s ss

f f fA z A z A z
f f f

f f fA z A z A z
f f f

f f fA z A z
f f f

f f f fA z A z A z A z
f f ff

− +

− +

−

−

− +

− +

− −

− −

≤ + + +

′
+ + + +

≤ + + +

 ′
+ + + + +  

 







       (3.5) 

由引理 1，存在对数测度有限的集合 [ )0 1,E ⊂ +∞ ，对任意的 z 满足 0z r E= ∉ ，有 
( )

( ) ( )22 , .
k

k
s

f M T r f
f

≤ ⋅                                (3.6) 
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M 为常数且 0M > ，由 

( ) ( ){ } ( ){ }0
1max , 0 max , 0
2j jA A j A jρ µ ρ< ≠ < ≤ ≠ , 

对任意的 0δ > ，若 ( ){ } 1max , 0
2jA jµ δ≠ ≤ < ，取 0ε > ，满足 

( ) ( ){ }0
1max , 0 .
2jA A jρ ε µ δ+ < ≠ ≤ <                          (3.7) 

应用引理 9，存在对数测度无穷的集合 [ )1 1,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 z 满足 1z r E= ∈ ，有 

( ) { }exp .SA z rδ≥                                      (3.8) 

由引理 11，存在对数测度有限的集合 [ )2 1,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 z 满足 2z r E= ∉ ，有 

( ) 2 .s
s

f r
f

≤                                      (3.9) 

由(3.6)~(3.9)，对 ( )1 0 2\z r E E E= ∈  ，有 

{ } ( ) ( )( ) ( )02exp 2 , 2 exp 2 ,k sAsr M T r f r r T r fρ εδ + ≤ ⋅ + ⋅ ⋅               (3.10) 

令
1
2

δ → ，由(3.10)知 

( )2
1 .
2

fρ ≥  

另外，由引理 12 知 ( ) ( ){ }2 max , 0jf A jρ ρ≤ ≠ ，故有 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 2
1max , 0 max , 0 .
2j jf A j f A jµ µ ρ ρ≤ ≠ < ≤ ≤ ≠  
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