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Abstract 

Constacyclic codes play an important role in coding theory for their abundant algebraic structures 
which lead to high efficiency in decoding procedure by simple shift registers. In this paper, for dif-
ferent odd primes k, l, m and p, we obtain generator polynomials of constacyclic codes of length 
klmpn over finite field Fq, where char Fq = p. 
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摘  要 

常循环码在编码理论中起着重要的作用，它可以通过简单的移位寄存器来提高编码过程的效率。在本篇

文章中，对于不同的奇素数k，l，m和p，我们得到了在Fq上长度为klmpn的常循环码的生成多项式，其

中p为Fq的特征。 
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1. 引言 

常循环码构成了循环码的显著推广，因此在编码理论中形成了一类重要的线性码。而且，常循环码

也有实际的应用程序，因为它们可以用移位寄存器进行编码。 
令 qF 是一个特征为 p 的有限域。在 qF 上一个长度为 n 的循环码是商环 [ ] 1n

qF x x − 的理想，其中

( )g x 是首一多项式并且满足 ( ) ( )| 1ng x x − 。作为循环码的泛化，对于 qF 中任意的非零元素 λ ， qF 上一

个长度为 n 的 λ 常循环码为商环 [ ] n
qF x x λ− 的理想 ( )g x ，其中 ( )g x 是首一多项式并且满足

( ) ( )| ng x x λ− 。 
常循环码在[1] [2] [3]中已经得到了很多的基本结果，更进一步地，长度为 2 sp ，3 sp ，6 sp 的常循环

码在[4] [5] [6]中已经进行了很好的研究。[7]进一步得到了长度为 slp 的常循环码。在此基础上，长度为

2 m nl p 的常循环码的生成多项式的问题在[8]中得到了解决。[9]得到了更为一般化的长度为 a bkl p 的常循环

码。 
在本文中，我们主要得到在 qF 上长度为 nklmp 的重根常循环码，其中 k，l，m，p 为不同的奇素数，

并且 p 为 qF 的特征。在第二部分，给出了我们需要的一些基本结果。在第三部分，对于任意的 *
qFλ∈ ，

我们给出了
nklmpx λ− 的不可约分解。最后，我们得到了在 qF 上长度为 nklmp 的常循环码的生成多项式。 

2. 预备知识 

定义 2.1 令 n 是一个正整数。对于 qF ∗中的任意元素 λ 和 µ ，如果多项式 nxλ µ− 在 qF 中有一个根，

那么我们称 λ 与 µ 在 qF ∗中 n 等价，记为 ~nλ µ。 
命题 2.2 [8]对 qF ∗中的任意元素 λ 和 µ ，下面的四个陈述是相互等价的： 
1) 1 nλ µ ξ− ∈ ，其中ξ 是 qF 的本原元。 

2) ( )1 1
d

λ µ− = ，其中
( )

1
gcd , 1

qd
n q
−

=
−

。 

3) λ 与 µ 在 qF ∗中 n 等价，即存在一个元素 qa F ∗∈ 使得 na λ µ= 。 
4) 存在一个元素 qa F ∗∈ 使得 

[ ] [ ]: n n
a q qF x x F x xϕ µ λ− → −  

( ) ( )f x f ax→  

是一个 qF 代数同构。 
特别地，在 qF ∗上的 n 等价类的个数等于 ( )gcd , 1n q − 。 
引理 2.3 [10]对于任意的 qFλ ∗∈ ，如果 ( )( )gcd , 1ord nλ = ，那么存在一个整数 s 使得 1 1nsλ + = 。 
由定义 2.1，如果 qFλ ∗∈ 满足 ( )( )gcd , 1ord nλ = ，那么 ~ 1nλ 并且 sλ 是 1 0nxλ − = 的一个根。根据命

题 2.2 (4)中的表述我们有 sa λ= ，由于 s 和 ( )ord λ 互素，因此 ( ) ( )ord a ord λ= 。 

引理 2.4 [10]令 k，l，m 为不同的素数，且 q 为一个素数的幂次。令 ( )gcd ,e f d= 。那么 ( )kl
eford q
d

=
 

且所有不同的 q 模 kl 的分圆陪集为 { }0 0C = ， 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }( )1
1 1 1 1,0 ,0 , ,0 , , ,0 modi i i i eC g g g g q klθ θ θ= 

－ , 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )1
2 2 2 20, 0, , 0, , , 0, modj j j j fC g g g q g q klθ θ θ= 

－ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , mod
ef

i j t i j t i j t i j t dC g g q g g q g g q q g g q q klθ θ θ
  =  
  



－
. 

其中
10 1ki

e
−

≤ ≤ − ，
10 1lj

f
−

≤ ≤ − ， 0 1t d≤ ≤ − 。 

引理 2.5 [11]令整数 2t ≥ 并且 qa F ∗∈ 。那么二项式 tx a− 在 [ ]qF x 上不可约当且仅当满足下面的两个

条件： 

1) 在 qF ∗中，t 的每一个素因子能够整除 a 的阶 e，但不能整除
1q

e
−

； 

2) 如果 ( )0 mod 4t ≡ ，那么 ( )1 mod 4q ≡ 。 

假设 ( ) [ ]qf x F x∈ 是首项系数 0na ≠ 的多项式。我们把首一多项式 ( )1
na f x− 记为 ( )f x 。 

3. 主要结果 

为了表述需要，我们给出下面的一些记号： 
 qF ξ∗ = ； 

 ( )kord q e= ； ( )lord q f= ； ( )mord q g= ； 

 1kZ g∗ = ； 2lZ g∗ = ； 3mZ g∗ = ； 

 ( ) 1gcd ,e f d= ， ( ) 2gcd ,e g d= ， ( ) 3gcd ,f g d= ， ( )gcd , ,e f g d= 。 

由中国剩余定理，我们可以定义一个从 k l mZ Z Z× × 到 klmZ 的同构，记为ϕ 。 
定理 3.1 令 k，l，m 为不同的奇素数，并且 q 为一个素数的幂次。根据 ( ) 1gcd ,e f d= ， ( ) 2gcd ,e g d= ， 

( ) 3gcd ,f g d= ， ( )gcd , ,e f g d= ，那么 ( )
1

kl
eford q
d

= ， ( )
2

km
egord q
d

= ， ( )
3

lm
fgord q
d

= ， ( ) 2klm
efgord q
d

= 并 

且所有不同的 q 模 klm 的分圆陪集为 { }0 0C = ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
1

1
1 1 1,0,0

,0,0 , ,0,0 , , ,0,0 modh
h h h e

g
C g g q g q klmφ φ φ −=  , 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
2

1
2 2 20, ,0

0, ,0 , 0, ,0 , , 0, ,0 modr
r r r e

g
C g g q g q klmφ φ φ= 

－ , 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
3

1
3 3 30,0,

0,0, , 0,0, , , 0,0, modt
t t t g

g
C g g q g q klmφ φ φ= 

－ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 1
11 2

1

1 2 1 2 1 2, ,0
, ,0 , , ,0 , , , ,0 modsh r

ef
ds s sh r h r h r

g g q
C g g q g g q q g g q q klmφ φ φ

 
  
 

  =  
  



－

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2
21 3

1

1 3 1 3 1 3,0,
, 0, , ,0, , , ,0, modsh t

eg
ds s sh t h t h t

g g q
C g g q g g q q g g q q klmφ φ φ

 
  
 

  =  
  



－

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )33 3 3
32 3

1

2 3 2 3 2 30, ,
0, , , 0, , , , 0, , modsr t

fg
ds s sr t r t r t

g g q
C g g q g g q q g g q q klmφ φ φ

 
  
 

  =  
  



－

, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2 3

1

1 2 3 1 2 3 1 2 3, ,
, , , , , , , , , modh r s t s

efg
h r s t s h r s t s h r s t s d

g g q g q
C g g q g q g g q g q q g g q g q q klmφ φ φ′

 
 ′ ′ ′  

  =  
  



－

. 

其中
10 1kh

e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mt

g
−

≤ ≤ − ， 1 10 1s d≤ ≤ − ， 2 20 1s d≤ ≤ − ， 3 30 1s d≤ ≤ − ，

0 1s d′≤ ≤ − ， 0 1s d≤ ≤ − 。 

证明假设 ( ) ( )1 11 2 1 2, ,0 , ,0s sh r h rg g q g g q
C C ′′ ′= ，其中 1 1, , , , ,h h r r s s′ ′ ′都为整数且满足

10 , 1kh h
e
−′≤ ≤ − ， 

10 , 1lr r
f
−′≤ ≤ − ， 1 1 10 , 1s s d′≤ ≤ − 。因此存在整数 v，

1

0 1efv
d

≤ ≤ − ，使得 

( ) ( )1 1
1 2 1 2, ,0 , ,0s sh r h r vg g q g g q qφ φ= . 

由φ是一个同构，我们能得到下面的条件： 

( )1 1 modh h vg g q k′≡                                       (1) 

( )1 1
1 2 mods sr r vg q g q q l′≡                                     (2) 

因为 ( )1 modeq k≡ ，由条件(1)可得 ( ) ( )1 1 modh h eg k′− ≡ 。因此 ( ) ( )1 |k h h e′− − 。再根据
10 , 1kh h

e
−′≤ ≤ −

可得 h h′= 。由此可得， ( )1 modvq k≡ 。因此 |e v ，从而 1 |d v 。同样地，由条件(2)得到 ( ) ( )2 1 modr r fg l′− ≡ 。

因此 ( ) ( )1 |l r r f′− − 。由于
10 , 1lr r

f
−′≤ ≤ − ，我们可以得到 r r′= 。由此可得， ( )1 1 1 mods s vq l′− + ≡ 。因此

1 1|f s s v′ − + 。再根据 1 |d f 和 1 |d v 可以得到 1 1 1|d s s′ − 。由于 1 1 10 , 1s s d′≤ ≤ − ，所以 1 1s s′= 。把 1 1s s′= 代入

1 1|f s s v′ − + 可得 |f v ，由此可得
1

|ef v
d

。再根据
1

0 1efv
d

≤ ≤ − 可得 0v = 。 

那么 ( )11 2, ,0sh rg g q
C ，

10 1kh
e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ， 1 10 1s d≤ ≤ − 为 q 模 klm 的互不相同的陪集。同理

可证 ( )21 3,0, sh tg g q
C ， ( )32 30, , sr tg g q

C ，
10 1kh

e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mt

g
−

≤ ≤ − ， 2 20 1s d≤ ≤ − ， 3 30 1s d≤ ≤ −  

也为 q 模 klm 的互不相同的陪集。 

下面假设 ( ) ( )4 4 4 5 5 54 4 5 5
1 2 3 1 2 3, , , ,h r t h r ts s s sg g q g q g g q g q

C C′ ′= ，其中 4 5
10 , 1kh h

e
−

≤ ≤ − ， 4 5
10 , 1lr r

f
−

≤ ≤ − ， 

4 5
10 , 1mt t

g
−

≤ ≤ − ， 4 50 , 1s s d′ ′≤ ≤ − ， 4 50 , 1s s d≤ ≤ − 。因此存在整数ω ， 20 1efg
d

ω≤ ≤ − ，使得 

( ) ( )5 5 5 5 54 4 4 4 4
1 2 3 1 2 3, , , ,h r s t sh r s t sg g q g q g g q g q qωφ φ ′′ = . 

由φ是一个同构，我们能得到下面的条件： 

( )54
1 1 modhhg g q kω≡                                     (3) 

( )5 54 4
2 2 modr sr sg q g q q lω′′ ≡                                   (4) 

( )5 54 4
3 3 modt st sg q g q q mω≡                                  (5) 

由条件(3)可得到 ( ) ( )4 5
1 1 modh h eg k− ≡ ，因此 ( ) ( )4 51 |k h h e− − 。再根据 4 5

10 , 1kh h
e
−

≤ ≤ − 可得 4 5h h= 。

https://doi.org/10.12677/pm.2018.84052


周佳美，唐西林 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2018.84052 387 理论数学 

 

由此可得， ( )1 modq kω ≡ 。因此 |e ω ，从而 |d ω。 

由条件(4)可得到 ( ) ( )4 5
2 1 modr r fg l− ≡ ，因此 ( ) ( )4 51 |l r r f− − 。再根据 4 5

10 , 1lr r
f
−

≤ ≤ − 可得 4 5r r= 。由 

此可得， ( )5 4 1 mods sq lω′ ′− + ≡ 。因此 5 4|f s s ω′ ′− + ，从而 5 4|d s s ω′ ′− + 。又因为 |d ω，所以 5 4|d s s′ ′− 。再根

据 4 50 , 1s s d′ ′≤ ≤ − ，可得 4 5s s′ ′= 。 

由条件(5)可得到 ( ) ( )4 5
3 1 modt t gg m− ≡ ，因此 ( ) ( )4 51 |m t t g− − 。再根据 4 5

10 , 1mt t
g
−

≤ ≤ − 可得 4 5t t= 。 

且由此可得 ( )5 4 1 mods sq mω− + ≡ 。因此 5 4|g s s ω− + 。再由 |d g 与 |d ω 可得 5 4|d s s− 。从而由

4 50 , 1s s d≤ ≤ − ，可得 4 5s s= 。 

我们根据 |e ω 并且 ( )gcd , ,e f g d= ，可得 2 |efg
d

ω 。再根据 20 1efg
d

ω≤ ≤ − 可得 0ω = 。从而我们得到 0C ，

( )1 ,0,0hg
C ， ( )20, ,0rg

C ， ( )30,0, tg
C ， ( )11 2, ,0sh rg g q

C ， ( )21 3,0, sh tg g q
C ， ( )32 30, , sr tg g q

C ， ( )1 2 3, ,h r s t sg g q g q
C ′ 均为 q 模 klm 不同的陪集，

其中
10 1kh

e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mt

g
−

≤ ≤ − ， 1 10 1s d≤ ≤ − ， 2 20 1s d≤ ≤ − ， 3 30 1s d≤ ≤ − ，

0 1s d′≤ ≤ − ， 0 1s d≤ ≤ − 。由于 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2 3

1 2

1 21 2 1 3
1 2

3

3 1 22 3
3

1 11 1 11

0 ,0,0 0, ,0 0,0,
0 0 0

1 11 11 11 11 1

, ,0 ,0,
0 0 0 0 0 0

1 11 1
1

,0, ,
0 0 0

h r t

s sh r h t

s h r sr t

l mk
f ge

g g g
h r t

l mk k
d df ge e

g g q g g q
h r s h t s

l m
df g

g g qg g q
r t s

C C C C

C C

C C ′

− −− − −−

= = =

− −− −− −− −− −

= = = = = =

− −
− −

−

= = =

+ + +

+ +

+ +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ( )3

1 11 1 11
1 1

,
0 0 0 0 0

t s

l mk
f g d de

g q
h r t s s

klm

− −− − −−
− −

′= = = = =

=∑ ∑ ∑ ∑∑

 

从而，我们就得到了所有 q 模 klm 的分圆陪集。 
我们记 ( )1 ,0,0hh g

C Cρ = ， ( )20, ,0rr g
C Cρ = ， ( )30,0, tt g

C Cρ = ， ( )11 1 2, ,0sh rj g g q
C Cχ = ， ( )22 1 3,0, sh tj g g q

C Cχ = ， 

( )33 2 30, , sr tj g g q
C Cχ = ， ( )1 2 3, ,h r s t shr g g q g q

C Cϑ ′= 。则 0C ，
h

Cρ ，
r

Cρ ，
t

Cρ ，
1j

Cχ ，
2j

Cχ ，
3j

Cχ ，
hr

Cϑ 为所有 q 模 klm

的分圆陪集，其中
10 1kh

e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mt

g
−

≤ ≤ − ， 1 1
1 10 k lj d

e f
− −

≤ ≤ ， 

2 2
1 10 k mj d

e g
− −

≤ ≤ ， 3 3
1 10 l mj d

f g
− −

≤ ≤ ， 21 1 10 r
k l mh d

e f g
− − −

≤ ≤ 。 

为方便陈述，我们记 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3h r t j j j hr

T x M x M x M x M x M x M x M xρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= ，则 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11

0 0 0 0 0 0 0
1 1

r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f ge

klm

h r t j j j h
x x T x

− − − − − − − − − − −− − −−

= = = = = = =

− = − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

定理 3.2 令 k，l，m 为不同的奇素数，并且 q 为一个素数的幂次。则由 ( ) 3,ord f g d= ， ( )
3

lm
fgord q
d

= ，

3

| fgk
d

可得 ( )
3

k
lm

fgord q
d k

= 。 

1) 若 |k f ， |k g/ 。则所有不同的 kq 模 lm 的分圆陪集为 { }0 0C = ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2 2 2,0
,0 , ,0 , , ,0 modu r

fk
u r u r k u r k

g q
C g q g q q g q q lmθ θ θ

 − 
 

  ′ =  
  

 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
3

1
3 3 30,

0, , 0, , , 0, modv
gv v v

g
C g g q g q lmθ θ θ −=  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

2 3

1

2 3 2 3 2 3,
, , , , , , modu v w r

fgk
d ku v w r u v w r k u v w r

g g q q
C g g q q g g q q q g g q q q lmθ θ θ

 
−  

 
  =  
  

 . 

2) 若 |k f/ ， |k g 。则所有不同的 kq 模 lm 的分圆陪集为 { }0 0C = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
2

1
2 2 2,0
,0 , ,0 , , ,0 modu r

fu u u
g q

C g g q g q lmθ θ θ −=  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1

3 3 30,
0, , 0, , , 0, modv

gk
v v k v k

g
C g g q g q lmθ θ θ

 − 
 

  ′ =  
  

 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

2 3

1

2 3 2 3 2 3,
, , , , , , modu v w r

fgk
d ku v w r u v w r k u v w r

g g q q
C g g q q g g q q q g g q q q lmθ θ θ

 
−  

 
  =  
  

 . 

3) 若 |k f ， |k g 。则所有不同的 kq 模 lm 的分圆陪集为 { }0 0C = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2 2 2,0
,0 , ,0 , , ,0 modu r

fk
u r u r k u r k

g q
C g q g q q g q q lmθ θ θ

 − 
 

  ′ =  
  

 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1

3 3 30,
0, , 0, , , 0, modv

gk
v v k v k

g
C g g q g q lmθ θ θ

 − 
 

  ′ =  
  

 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

2 3

1

2 3 2 3 2 3,
, , , , , , modu v w r

fgk
d ku v w r u v w r k u v w r

g g q q
C g g q q g g q q q g g q q q lmθ θ θ

 
−  

 
  =  
  

 . 

其中
10 1lu

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 w d≤ ≤ ， 0 1r k≤ ≤ − 。 

证明：假设 ( ) ( )1 1 2 21 1 2 2
2 3 2 3, ,u v u vw r w rg g q q g g q q

C C= ，其中 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , ,u u v v w w r r 都为整数且满足 1 2
10 , 1lu u

f
−

≤ ≤ − ，

1 2
10 , 1mv v

g
−

≤ ≤ − ， 1 2 30 , 1w w d≤ ≤ − ， 1 20 , 1r r k≤ ≤ − 。 那 么 存 在 整 数 s ，
3

0 1fgs
d k

≤ ≤ − 使 得

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2
2 3 2 3, ,u v w r u v w r ksg g q q g g q q qθ θ= 。 

因为θ 是一个同构，我们可以得到下面的条件： 
1) ( )1 1 2 2

2 2 modu r u r ksg q g q q l≡  

2) ( )1 1 1 2 2 2
3 3 modv w r v w r ksg q q g q q q m≡  

因 为 ( )1 modfq l≡ ， 由 条 件 1) 可 得 ( ) ( )2 1
2 1 modu u fg l− ≡ 。 因 此 ( ) ( )1 21 |l u u f− − 。 再 根 据

1 2
10 , 1lu u

f
−

≤ ≤ − 可得 1 2u u= 。更进一步地可得， ( )2 1 1 modr r ksq l− + ≡ 。所以 2 1|f r r ks− + ，从而 3 2 1|d r r ks− + 。 

由条件 2)可得， ( ) ( )1 2
3 1 modv v gg m− ≡ 。因此 ( ) ( )1 21 |m v v g− − 。再根据 1 2

10 , 1mv v
g
−

≤ ≤ − 可得 1 2v v= 。
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更进一步地可得， ( )2 1 2 1 1 modw w r r ksq m− + − + ≡ 。所以 2 1 2 1|g w w r r ks− + − + 。又因为 3 |d g 且 3 2 1|d r r ks− + ，所

以 3 2 1|d w w− 。而 1 2 30 , 1w w d≤ ≤ − ，所以 1 2w w= 。 

把 1 2u u= ， 1 2v v= ， 1 2w w= 代入到 1)和 2)中，我们可以得到 

( )1 2 modr r ksq q q l≡ , 

( )1 2 modr r ksq q q m≡ . 

又因为 ( )gcd , 1l m = ，从而可以得到 ( )1 2 modr r ksq q q lm≡ 。所以 2 1
3

|fg r r ks
d

− + 。又由于
3

| fgk
d

，我们可以

得到 2 1|k r r ks− + ，因此 2 1|k r r− 。再根据 1 20 , 1r r k≤ ≤ − 可得 1 2r r= 。再把 1 2r r= 代入 2 1
3

|fg r r ks
d

− + 可得

3

|fg ks
d

，从而
3

|fg s
d k

。再根据
3

0 1fgs
d k

≤ ≤ − ，可得 0s = 。 

从而我们说明了 ( )2 3,u v w rg g q q
C ，

10 1lu
f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − ， 0 1r k≤ ≤ − 为 kq 模 lm

的互不相同的陪集。 
并且对于情况(1)，我们有 

( ) ( ) ( )
3

2 3 2 3

1 1 1 11 1 1 1
11 1

0 ,0 0, ,
0 0 0 0 0 0 0

u r v u v w r

l m l m
df g f gk k

g q g g g q q
u r v u v w r

C C C C klm

− − − −
− − − −

−− −

= = = = = = =

′+ + + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ . 

从而当 |k f ， |k g/ 时， 0C ， ( )2 ,0u rg q
C′ ， ( )30, vg

C ， ( )2 3,u v w rg g q q
C 为所有不同的 kq 模 lm 的分圆陪集，其中

10 1lu
f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − ， 0 1r k≤ ≤ − 。 

同理可证情况(2)和情况(3)。 
定理3.3令k，l，m，p为不同的奇素数，并且p为 qF 的特征。假设 | 1k q − ， ( ) ( )gcd , 1 gcd , 1 1l q m q− = − = 。

那么对任意的 *
qFλ∈ 我们有

n nilmp klmpλ ξ ξ∈ ，其中 0 1i klm≤ ≤ − 。而且 

1) 当 0i = ，即
nklmpλ ξ∈ 时， 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

1 1
0 0 0 0 0 0 0

ˆ
n nn

r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f gep pklmp

h r t j j j h
x x a T a xλ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

− = − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

其中 *
1 qa F∈ 并且满足 1 1

nklmpaλ = 。 
2) 当 0i ≠ 时， 

(2.1)若
3

| fgk
d

/ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 11 1
1

2 2 2 2
0 0 0

ˆ ˆˆ ˆn n n nn

l m
df g

p p p pklmp
uvw uvw uvw

u v w
x A a x B a x C a x D a xλ

− −
− −

−

= = =

− = ∏ ∏ ∏ . 

其中 ( ) ( )
1

1

0

k

ij
j

A x x π
−

−

=

= −∏ ， ( ) ( ) ( )
2

1

,0
0

ˆ
u

k

uvw ijg
j

B x M x
ρ

π
−

=

=∏ ， ( ) ( ) ( )
3

1

0,
0

ˆ
v

k

uvw ijg
j

C x M x
ρ

π
−

=

=∏ ， 

( ) ( ) ( )
2 3

1

,
0

ˆ
u v w

k

uvw ijg g q
j

D x M x
ρ

π
−

=

=∏ 。 
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*
2 qa F∈ 并且满足 2

n nklmp ilmpaλ ξ= ， ( )1 1ilm j qlm
ijπ π + − = ，π 和 ( )0 1ij j kπ ≤ ≤ − 分别为 kq

F 中的 ( )1k q − 次和

( )
( )( )

1
gcd 1 ,

k q
k q i

−

−
次单位根。 

(2.2)当
3

| fgk
d

时，则有 |k fg  

i) 若 |k f ， |k g/ 则 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆˆ ˆ ˆn n n nn

l m
df g k

p p p pklmp
uvwr uvwr uvwr

u v w r
x E a x F a x G a x H a xλ

− −
− −

− −

= = = =

− = ∏ ∏ ∏∏ . 

其中 ( ) ( )
1

1

0

k

ij
j

E x x π
−

−

=

= −∏ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 0 1 11 12 12 2,0 1,0 ,0
ˆ ˆ ˆ

ur r ku u kuvwr ij ij ijg qrg q g q
F x M x M x M x

ρρ ρ
π π π+ − −′ +′ ′

=  ， 

( ) ( ) ( )1 3

1

0,
0

ˆ
v

k

uvwr ijg
j

G x M x
ρ

π
−

=

=∏ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 0 1 11 1 12 3 2 3 2 3, , ,
ˆ ˆ ˆ

r r r ku v w u v w u v w kuvwr ij ij ijg g q q g g q q g g q q
H x M x M x M x

ρ ρ ρ
π π π+ + − −

=  。 

ii) 若 |k f/ ， |k g 。则 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆn n n nn

l m
df g k

p p p pklmp
uvwr uvwr uvwr

u v w r
x E a x I a x J a x H a xλ

− −
− −

− −

= = = =

− = ∏ ∏ ∏∏ . 

其中 ( ) ( ) ( )1 2

1

,0
0

ˆ
u

k

uvwr ijg
j

I x M x
ρ

π
−

=

=∏ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 0 1 11 1 13 3 30, 0, 0,
ˆ ˆ ˆ

r r r kv v v kuvwr ij ij ijg q g q g q
J x M x M x M x

ρ ρ ρ
π π π+ + − −′ ′ ′

=  。 

iii) 若 |k f ， |k g 。则 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆn n n nn

l m
df g k

p p p pklmp
uvwr uvwr uvwr

u v w r
x E a x F a x J a x H a xλ

− −
− −

− −

= = = =

− = ∏ ∏ ∏∏ . 

证明：1) 若 0i = ，即
nklmpλ ξ∈ ，由命题 2.2(1)可得 ~ 1nklmp

λ ，所以存在 *
1 qa F∈ 使得 1 1

nklmpaλ = 。又

因为 ( )1 1
nn pklmp klmx x− = − ，所以 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

1 1
0 0 0 0 0 0 0

ˆ
n nn

r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f gep pklmp

h r t j j j h
x x a T a xλ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

− = − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ . 

2) 当 0i ≠ 时，令
n nilmp klmpλ ξ ξ∈ ，其中 0 1i klm≤ ≤ − 。 

则由命题 2.2 (1)可得 ~
n

n
ilmp

klmp
λ ξ ，所以存在 *

2 qa F∈ 使得 2
n nklmp ilmpaλ ξ= 。令 kξ π= ，则 kq

Fπ ∈ 且

( ) ( )1ord k qπ = − 。因此 

( ) ( ) ( )( )
1

1

0

nn nn n k pp p ilm j qklmp ilmp klm ilm klm iklm lm

j
x x x xξ ξ π π

−
+ −

=

− = − = − = −∏ .  

又因为 ( )( )( )1gcd , 1ilm j qord lmπ + − = ，由引理 2.3 可知 ( )1 ~ 1ilm j q
lmπ + −

，所以存在 *
kij q

Fπ ∈ 使得 

( )1 1ilm j qlm
ijπ π + − = 且 ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )1 1
gcd 1 ,

ilm j q i
ij

k q
ord ord ord

k q i
π π π+ − −

= = =
−

。 

因为 *
kq

F 是一个有限循环群，所以存在整数 js 使得 jis
ijπ π= ，并且 js 满足 ( )( )gcd , 1 1js k q − = 。根据
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( )1 1ilm j qlm
ijπ π + − = 可得 

( ) ( )( )1 mod 1jis lm ilm j q k q− ≡ + − − . 

又因为 ( )( )gcd , 1 1lm k q − = ，所以存在整数 w′和 v′使得 ( )1 1w lm v k q′ ′+ − = 。因此可得 

( ) ( )( )1 mod 1jis i jw q k q′− ≡ + − − . 

(2.1)当
3

| fgk
d

/ ，则所有不同的 kq 模 lm 的分圆陪集仍为 0C ，
( )2 ,0ug

C ，
( )30, vg

C ，
( )2 3,u v wg g q

C ，其中

10 1lu
f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − 。则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2 3 2 3

1 11 1
1

1 1
,0 0, ,

0 0 0

ˆ ˆ ˆ
u v u v w

l m
df g

ilm j qlm
ij ij ij ijg g g g q

u v w
x x M x M x M x

ρ ρ ρ
π π π π π

− −
− −

−
+ − −

= = =

− = − ∏ ∏ ∏ . 

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2 3 2 3

1 11 1
11

1
,0 0, ,

0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ
n

n n nn n

u v u v w

l m
p df gk p p pklmp ilmp

ij ij ij ijg g g g q
j u v w

x x M x M x M x
ρ ρ ρ

ξ π π π π

− −
− −

−−
−

= = = =

− = −∏ ∏ ∏ ∏ . 

令
1

1
s s

q
ij ijπ π

+

− −= ， 0 1s k≤ ≤ − 。则 

( ) ( ) ( )( )11 1 mod 1s siq j qw q i j w q k q+′ ′+ − ≡ + − − . 

因此 

( )1 mods sj j q ilm k+ ≡ + . 

令 0 0j = 。那么对所有的 0 1s k≤ ≤ − ， ( )modsj silm k≡ ，且 0 0kj j= = 。又因为 ( )gcd , 1ilm k = ，故

当 j 取遍 [ ]0, 1k − 时， 0 1 1, , , kj j j − 取遍 kZ 。令 ( ) ( )
1

1

0

k

ij
j

A x x π
−

−

=

= −∏ ， ( ) ( ) ( )
2

1

,0
0

ˆ
u

k

uvw ijg
j

B x M x
ρ

π
−

=

=∏ ，

( ) ( ) ( )
3

1

0,
0

ˆ
v

k

uvw ijg
j

C x M x
ρ

π
−

=

=∏ ， ( ) ( ) ( )
2 3

1

,
0

ˆ
u v w

k

uvw ijg g q
j

D x M x
ρ

π
−

=

=∏ 。 

( )A x 显然为 [ ]qF x 上的不可约多项式。因为 ( ) ( ) ( )
( )

2
,02

1
,0

ˆ v
u

v ug

t
ij ijg

t C
M x x

ρ
π π η−

∈

= −∏ ，则当 vt 取遍
( )2 ,0ug

C ，j

取遍 [ ]0, 1k − 时， 1 vt
ijπ η− 取遍 ( )uvwB x 的所有根。因为 ( )1 1

1

v v

s s

q
t t q

ij ij
π η π η− −

+
= ，且

( )2 ,0uv g
t q C∈ 。因此 ( )1

v

s

q
t

ij
π η− 仍

然为 ( )uvwB x 的根，从而我们可得 ( )uvwB x 是
0

1 vt
ijπ η− 在 qF 上的极小多项式，故 ( )uvwB x 为 [ ]qF x 上的不可约多

项式。同理可证 ( )uvwC x 和 ( )uvwD x 均为 [ ]qF x 上的不可约多项式。从而 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 11 1
1

2 2 2 2
0 0 0

ˆ ˆˆ ˆn n n nn

l m
df g

p p p pklmp
uvw uvw uvw

u v w
x A a x B a x C a x D a xλ

− −
− −

−

= = =

− = ∏ ∏ ∏ . 

为
nklmpx λ− 在 qF 上的不可约分解。 

(2.2)当
3

| fgk
d

时， 

i) 若 |k f ， |k g/ 则所有不同的 kq 模 lm 的分圆陪集为 0C ， ( )2 ,0u rg q
C′ ， ( )30, vg

C ， ( )2 3,u v w rg g q q
C ，其中
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10 1lu
f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − ， 0 1r k≤ ≤ − 。所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2 3 2 3

1 11 1
1 1

1 1
,0 0, ,

0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ
u r v u v w r

l m
df g k

ilm j qlm
ij ij ij ijg q g g g q q

u v w r
x x M x M x M x

ρ ρ ρ
π π π π π

− −
− −

− −
+ − −

′
= = = =

− = − ∏ ∏ ∏∏ . 

从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2 3 2 3

1 11 1
11 1

1
,0 0, ,

0 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ
n n n nn n

u r v u v w r

l m
df gk kp p p pklmp ilmp

ij ij ij ijg q g g g q q
j u v w r

x x M x M x M x
ρ ρ ρ

ξ π π π π

− −
− −

−− −
−

′
= = = = =

− = −∏ ∏ ∏ ∏∏ . 

令 ( ) ( )
1

1

0

k

ij
j

E x x π
−

−

=

= −∏ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 0 1 11 1 12 2 2,0 ,0 ,0
ˆ ˆ ˆ

r r r ku u u kuvwr ij ij ijg q g q g q
F x M x M x M x

ρ ρ ρ
π π π+ + − −′ ′ ′

=  ， 

( ) ( ) ( )1 3

1

0,
0

ˆ
v

k

uvwr ijg
j

G x M x
ρ

π
−

=

=∏ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 0 1 11 1 12 3 2 3 2 3, , ,
ˆ ˆ ˆ

r r r ku v w u v w u v w kuvwr ij ij ijg g q q g g q q g g q q
H x M x M x M x

ρ ρ ρ
π π π+ + − −

=  . 

同 ( 2 . 1 ) 可说明 ( )E x 与 ( )
1uvwrG x 均在 qF 不可约。令

0

1 vt
ijπ η− 为 ( ) ( )012 ,0

ˆ
ru ijg q

M x
ρ

π
′

的一个根，则

( )0 1

1 1v v
qt t q

ij ijπ η π η− −= 。因为
( )2 1,0uv g qr

t C′∈ ，所以
( )2 1,0 1uv g qr

t q C
+

′∈ 。因此 ( )0

1 v
qt

ijπ η− 为 ( ) ( )1 112 ,0
ˆ

ru ijg q
M x

ρ
π+′

的一个根。 

根据数学归纳法可得 ( )
1uvwrF x 为

0

1 vt
ijπ η− 在 qF 上的极小多项式，故 ( )

1uvwrF x 在 qF 不可约。同理可证 ( )
1uvwrH x

也为 [ ]qF x 上的不可约多项式。从而 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆˆ ˆ ˆn n n nn

l m
df g k

p p p pklmp
uvwr uvwr uvwr

u v w r
x E a x F a x G a x H a xλ

− −
− −

− −

= = = =

− = ∏ ∏ ∏∏ . 

ii) 若 |k f/ ， |k g 。则所有不同的模的分圆陪集为 0C ， ( )2 ,0ug
C ， ( )30, v rg q

C′ ，
( )2 3,u v w rg g q q

C ，其中
10 1lu

f
−

≤ ≤ − ，

10 1mv
g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − ， 0 1r k≤ ≤ − 。则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2 3 2 3

1 11 1
11 1

1
,0 0, ,

0 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ
n n n nn n

u v r u v w r

l m
df gk kp p p pklmp ilmp

ij ij ij ijg g q g g q q
j u v w r

x x M x M x M x
ρ ρ ρ

ξ π π π π

− −
− −

−− −
−

′
= = = = =

− = −∏ ∏ ∏ ∏∏  

令 ( ) ( ) ( )1 2

1

,0
0

ˆ
u

k

uvwr ijg
j

I x M x
ρ

π
−

=

=∏ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 0 1 11 1 13 3 30, 0, 0,
ˆ ˆ ˆ

r r r kv v v kuvwr ij ij ijg q g q g q
J x M x M x M x

ρ ρ ρ
π π π+ + − −′ ′ ′

=  . 

类似可证 ( )
1uvwrI x 与 ( )

1uvwrJ x 均为 [ ]qF x 上的不可约多项式。从而 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆn n n nn

l m
df g k

p p p pklmp
uvwr uvwr uvwr

u v w r
x E a x I a x J a x H a xλ

− −
− −

− −

= = = =

− = ∏ ∏ ∏∏ . 

iii) 若 |k f ， |k g 。则所有不同的 kq 模 lm 的分圆陪集为 0C ， ( )2 ,0u rg q
C′ ， ( )30, v rg q

C′ ， ( )2 3,u v w rg g q q
C ，其中

10 1lu
f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − ， 0 1r k≤ ≤ − 。则 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆn n n nn

l m
df g k

p p p pklmp
uvwr uvwr uvwr

u v w r
x E a x F a x J a x H a xλ

− −
− −

− −

= = = =

− = ∏ ∏ ∏∏ . 
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定理 3.4 令 k，l，m，p 为不同的奇素数，并且 p 为 qF 的特征。假设 

( ) ( ) ( )gcd , 1 gcd , 1 gcd , 1 1k q l q m q− = − = − = 。则 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

0 0 0 0 0 0 0

ˆ nn

r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f ge pklmp

h r t j j j h
x x b T bxλ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

− = − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

其中 *
qb F∈ 并且满足 1

nklmpbλ = 。 
证明：因为 ( ) ( ) ( )gcd , 1 gcd , 1 gcd , 1 1k q l q m q− = − = − = ，则 ( )gcd 1, 1nq klmp− = 。从而根据命题 2.2(2) 

可得 ~ 1nklmp
λ ，所以存在 *

qb F∈ 使得 1
nklmpbλ = 。又因为 ( )1 1

nn pklmp klmx x− = − ，所以 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

0 0 0 0 0 0 0

ˆ nn

r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f ge pklmp

h r t j j j h
x x b T bxλ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

− = − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

定理 3.5 令 k，l，m，p 为不同的奇素数，并且 p 为 qF 的特征。假设 ( )| 1k q − ， ( )| 1l q − ， ( )gcd , 1 1m q − = 。

那么对任意的 *
qFλ∈ 我们有

n nimp klmpλ ξ ξ∈ ，其中 0 1i kl≤ ≤ − 。而且 
1) 当 0i = ，即

nklmpλ ξ∈ 时, 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

1 1
0 0 0 0 0 0 0

ˆ
n nn

r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f gep pklmp

h r t j j j h
x x c T c xλ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

− = − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

其中 *
1 qc F∈ 并且满足 1 1

nklmpcλ = 。 
2) 当 i wl= ，1 1w k≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1w k = 。则 

( )
1

1 1

2
0 0 0

ˆ
nn

u

m
gl k pklmp

ij
j v u

x M c xσλ π

−
− −

= = =

− =∏∏∏ . 

其中 *
2 qc F∈ 并且满足 2

n nklmp wlmpcλ ξ= ，π 为 kq
F 中的 ( )1k q − 次单位根， *

ij qFπ ∈ 。 
证明(1)与定理 3.3(1)的证明类似。 

(2)当 i wl= ， 1 1w k≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1w k = 。我们有
n nwlmp klmpλ ξ ξ∈ 。根据命题 2.2(2)可得

~
n

n
wlmp

klmp
λ ξ ，所以存在 *

2 qc F∈ 使得 2
n nklmp wlmpcλ ξ= 。同时我们有 

( )
nn n pklmp wlmp klm wlmx xξ ξ− = − . 

令
1q

lβ ξ
−

= ，则 ( )ord lβ = 。从而 

( )11

0

j ql wmklm wlm km l

j
x xξ ξ

−− +

=

 
− = −  

 
∏ . 

令 kξ π= ，
1

1
q

qkα ξ π
−

−= = ，则 kq
Fπ ∈ 且 ( ) ( )1ord k qπ = − 。则 

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 1

0 0

j q j qj q k kk wm k wm v qwm l lkm m v ml

v v
x x xξ π α π

− −   − − −+ + + −   +
   

= =

   
   − = − = −
   
   

∏ ∏ . 

因为

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 11
*

j q qj q j q qk wm vk wm v q wm v
l kl l k

qFπ π ξ
 −  −− −    −+ ++ + − + +     
       = = ∈ 。所以存在 *

ij qFπ ∈ 使得 
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( ) ( )1
1

1
j q

k wm v q
l m

ijπ π
− 

+ + − 
  = 。从而我们可以得到 

( )
1

1 1

0 0 0

ˆ
nn n

u

m
gl k pklmp wlmp

ij
j v u

x M xσξ π

−
− −

= = =

− =∏∏∏ . 

所以 

( )
1

1 1

2
0 0 0

ˆ
nn

u

m
gl k pklmp

ij
j v u

x M c xσλ π

−
− −

= = =

− =∏∏∏ . 

定理 3.6 令 k，l，m，p 为不同的奇素数，并且 p 为 qF 的特征。假设 ( )| 1k q − ， ( )| 1l q − ， ( )| 1m q − 。

那么对任意的 *
qFλ∈ 我们有

n nip klmpλ ξ ξ∈ ，其中 0 1i klm≤ ≤ − 。而且 

1) 当 0i = ，即
nklmpλ ξ∈ 时, 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

1 1
0 0 0 0 0 0 0

ˆ
n nn

r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f gep pklmp

h r t j j j h
x x d T d xλ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

− = − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

其中 *
1 qd F∈ 并且满足 1 1

nklmpdλ = 。 
2) 当 i wlm= ，1 1w k≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1w k = 。那么 

( )
11

2
0

n

n
pqlm w jkklmp m

j
x d xλ ξ

∧

−− +

=

 
− = −  

 
∏ . 

其中 *
2 qd F∈ 并且满足 2

n nklmp wlmpdλ ξ= 。 
3) 当 i ym= ，1 1y kl≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1y kl = 。那么 

( )
11

3
0

n

n
pqm y uklklmp m

u
x d xλ ξ

∧

−− +

=

 
− = −  

 
∏ . 

其中 *
3 qd F∈ 并且满足 3

n nklmp wlmpdλ ξ= 。 
证明(1)与定理 3.3(1)的证明类似。 

(2)当 i wlm= ， 1 1w k≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1w k = 。我们有
n nwlmp klmpλ ξ ξ∈ 。根据命题 2.2 可得

~
n

n
wlmp

klmp
λ ξ ，所以存在 *

2 qd F∈ 使得 2
n nklmp wlmpdλ ξ= 。同时我们有 

( )
nn n pklmp wlmp klm wlmx xξ ξ− = − . 

令
1q

lmζ ξ
−

= ，则 ( )ord lmζ = 。因此可得 

11

0

qlm w jklm wlm k m

j
x xξ ξ

−− +

=

 
− = −  

 
∏ . 

又因为 ( )1gcd , gcd , 1qk w j k w
m
− + = = 

 
，所以

1

1
qw j
mord qξ
−

+ 
= −  

 
。再根据引理 2.4 可知多项式

( )
1

0 1
qw jk mx j lmξ
−

+
− ≤ ≤ − 在 qF 不可约。所以 
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( )
11

3
0

n

n
pqm y uklklmp m

u
x d xλ ξ

∧

−− +

=

 
− = −  

 
∏ . 

(3)若 i ym= ，1 1y kl≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1y kl = 。那么 ~
n

n
ymp

klmp
λ ξ ，所以存在 *

3 qd F∈ 使得 3
n nklmp ympdλ ξ= 。

同时我们有 

( )
nn n pklmp ymp klm ymx xξ ξ− = − . 

并且可得
11

0

qm y uklm ym kl m

u
x xξ ξ

−− +

=

 
− = −  

 
∏ 。又因为 ( )1gcd , gcd , 1qkl y u kl y

m
− + = = 

 
，所以

1

1
qy u
mord qξ
−

+ 
= −  

 
。

再根据引理 2.5 可知多项式 ( )
1

0 1
qy ukl mx u mξ
−

+ ⋅
− ≤ ≤ − 在不可约。所以 

( )
11

3
0

n

n
pqm y uklklmp m

u
x d xλ ξ

∧

−− +

=

 
− = −  

 
∏ . 

定理 3.7 令 C 是在 qF 上长度为 nklmp 的 λ 常循环码。在定理 3.3 的条件下，有下面的结论成立： 

1) 当
nklmpλ ξ∈ 时。记

1 2 3, , , , , , rh r t j j j hϖ ς= ，则 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

1 1
0 0 0 0 0 0 0

ˆ
r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f ge

h r t j j j h
C x a T a x

ε ϖ

− − − − − − − − − − −− − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅−

−

= = = = = = =

= − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ . 

对于任意的
10 1kh

e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mt

g
−

≤ ≤ − ， 1 1
1 10 k lj d

e f
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 2 2
1 10 k mj d

e g
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ，

3 3
1 10 l mj d

f g
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 21 1 10 r
k l mh d

e f g
− − −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ，都有 0 , npε ϖ≤ ≤ 。 

2) 当 0i ≠ 时， 

(2.1)若
3

| fgk
d

/ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
3 , , , , , ,

1 11 1
1

2 2 2 2
0 0 0

ˆ ˆˆ ˆu v w u v w u v w

l m
df g

uvw uvw uvw
u v w

C A a x B a x C a x D a x
ε ε εδ

− −
− −

−

= = =

= ∏ ∏ ∏ . 

对于任意的
10 1lu

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − 都有 , ,0 , n
u v w pδ ε≤ ≤ 。 

(2.2)当
3

| fgk
d

时，则有 |k fg  

i) 若 |k f ， |k g/ 则 

( ) ( ) ( ) ( )
3

, , , , , , , , ,1 1 1
1 1 1

1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆˆ ˆ ˆu v w r u v w r u v w r

l m
df g k

uvwr uvwr uvwr
u v w r

C E a x F a x G a x H a xϑ ε ε ε

− −
− −

− −

= = = =

= ∏ ∏ ∏∏ . 
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对于任意的
10 1lu

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − ， 10 1r k≤ ≤ − 都有
1, , ,0 , n

u v w r pϑ ε≤ ≤ 。 

ii) 若 |k f/ ， |k g 。则 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1 1 1

1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆuvwr uvwr uvwr

l m
df g k

uvwr uvwr uvwr
u v w r

C E a x I a x J a x H a xτ ζ ζ ζ

− −
− −

− −

= = = =

= ∏ ∏ ∏∏ . 

对于任意的
10 1lu

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − ， 10 1r k≤ ≤ − 都有
1, , ,0 , n

u v w r pτ ζ≤ ≤ 。 

iii) 若 |k f ， |k g 。则 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1 1 1

1

1 11 1
1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆuvwr uvwr uvwr

l m
df g k

uvwr uvwr uvwr
u v w r

C E a x F a x J a x H a xς σ σ σ

− −
− −

− −

= = = =

= ∏ ∏ ∏∏ . 

对于任意的
10 1lu

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mv

g
−

≤ ≤ − ， 30 1w d≤ ≤ − ， 10 1r k≤ ≤ − 都有
1, , ,0 , n

u v w r pς σ≤ ≤ 。 

定理 3.8 令 C 是在 qF 上长度为 nklmp 的 λ 常循环码。在定理 3.4 的条件下，记
1 2 3, , , , , , rh r t j j j hϖ ς= ，有下

面的结论成立： 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

0 0 0 0 0 0 0

ˆ
r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f ge

h r t j j j h
C x b T bx

ε ϖ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

= − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ . 

对于任意的
10 1kh

e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mt

g
−

≤ ≤ − ， 1 1
1 10 k lj d

e f
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 

2 2
1 10 k mj d

e g
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 3 3
1 10 l mj d

f g
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 21 1 10 r
k l mh d

e f g
− − −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ，都有 0 , npε ϖ≤ ≤ 。 

定理 3.9 令 C 是在 qF 上长度为 nklmp 的 λ 常循环码。在定理 3.5 的条件下，有下面的结论成立： 

1) 当
nklmpλ ξ∈ 时, 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

1 1
0 0 0 0 0 0 0

ˆ
r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f ge

h r t j j j h
C x c T c x

ε ϖ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

= − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ . 

其中
1 2 3, , , , , , rh r t j j j hϖ ς= 。的

10 1kh
e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mt

g
−

≤ ≤ − ， 1 1
1 10 k lj d

e f
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ，

2 2
1 10 k mj d

e g
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 3 3
1 10 l mj d

f g
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 21 1 10 r
k l mh d

e f g
− − −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ，都有 0 , npε ϖ≤ ≤ 。 

2) 当 i wl= ，1 1w k≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1w k = 。则 

( ) , ,

1
1 1

2
0 0 0

ˆ j v u

u

m
gl k

ij
j v u

C M c x
ς

σ π

−
− −

= = =

= ∏∏∏ . 

对于任意的 0 1j l≤ ≤ − ， 0 1v k≤ ≤ − ，
10 mu

g
−

≤ ≤ 都有 , ,0 n
j v u pς≤ ≤ 。 
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定理 3.10 令 C 是在 qF 上长度为 nklmp 的 λ 常循环码。在定理 3.6 的条件下，有下面的结论成立： 

1) 当
nklmpλ ξ∈ 时， 

( ) ( )
2

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11
1

1 1
0 0 0 0 0 0 0

ˆ
r

l m k l k m l m k l mk d d d d
f g e f e g f g e f ge

h r t j j j h
C x d T d x

ε ϖ

− − − − − − − − − − −− − −−

−

= = = = = = =

= − ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ . 

其中
1 2 3, , , , , , rh r t j j j hϖ ς= 。且

10 1kh
e
−

≤ ≤ − ，
10 1lr

f
−

≤ ≤ − ，
10 1mt

g
−

≤ ≤ − ， 1 1
1 10 k lj d

e f
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ，

2 2
1 10 k mj d

e g
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 3 3
1 10 l mj d

f g
− −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ， 21 1 10 r
k l mh d

e f g
− − −

≤ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ，都有 0 , npε ϖ≤ ≤ 。 

2) 当 i wlm= ，1 1w k≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1w k = 。那么 

( )
11

2
0

jqlm w jk m

j
C d x

ς

ξ
−− + ⋅

=

 
= −  

 
∏ . 

对于任意的 0 1j lm≤ ≤ − 都有 0 n
j pς≤ ≤ 。 

3) 当 i ym= ，1 1y kl≤ ≤ − 并且 ( )gcd , 1y kl = 。那么 

( )
11

3
0

uqm y ukl m

u
C d x

ς

ξ
−− + ⋅

=

 
= −  

 
∏ . 

对于任意的 0 1u m≤ ≤ − 都有 0 n
u pς≤ ≤ 。 
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