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Abstract 
In this paper, firstly we introduce the relative consistent directed set and relative consistent com-
plete set and study some basic properties of them. Then we define a new way below relation on 
the basic of the relative consistent complete set and study its properties. In addition, we introduce 
relative consistently continuous posets and obtain that the interpolation of relative consistent 
way below relation is satisfied in the set T of the relative consistently continuous poset. 

 
Keywords 
Relative Consistent Directed Set, Relative Consistent Directed Complete Set, Relative Consistently 
Continuous Poset 

 
 

相对相容定向集及其应用 

刘东明，姜广浩，李  辉 

淮北师范大学数学科学学院，安徽 淮北 
 

 
收稿日期：2018年9月1日；录用日期：2018年9月18日；发布日期：2018年9月25日 

 
 

 
摘  要 

给出相对相容定向集与相对相容定向完备集的定义，探讨二者的基本性质。在相对相容定向完备集上定

义一种新的way below关系，研究其具有的一些性质。此外，引入相对相容连续偏序集概念，并证明对

于给定集合T，相对相容way below关系在相对相容连续偏序集中具有插入性。 
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1. 引言 

1972 年，著名数学家与计算机语言逻辑学家 D. Scott 引入了连续格的概念[1]。后经过多年研究，具有

计算机和数学双重背景的连续格理论被推广到使用更广的连续 Domain 理论[2]上，并在一般拓扑学、逻辑

学、代数学与计算机逻辑学等基础理论学科的研究上取得了丰硕的研究成果[3] [4] [5]。拓扑学与连续

Domain 理论是密不可分的，作为一般拓扑学的延伸，数学家 A.V. Arhangel’skii 在文献[6]中首次引入相对

拓扑的概念，利用相对的思想研究了一般拓扑学。近年来，而作为连续 Domain 理论的一种量化推广，徐

罗山在文献[7]中引入相容连续偏序集与定向完备化的概念，从而出现了相容连续 Domain 理论。受相对拓

扑研究思路的启发，作为相容定向集的另一种推广，本文首先利用相对的思想引入相对相容定向集的概念，

探讨其基础的性质。然后在相对相容定向完备集基础上给出相对相容小于与相对相容连续偏序集的概念，

研究其具有的相关性质给出一些等价刻画。最后证明对于给定的集合 T，相对相容双小于同样具有插入性。 

2. 预备 

本节给出本文所需的基本概念和记号。 
设 P 为偏序集， X P∀ ⊆ ， x P∀ ∈ ，记 { }: ,X y P x X y x↓ = ∈ ∃ ∈ ≤ ，对偶地，记 

{ }: ,X y P x X x y↑ = ∈ ∃ ∈ ≤ ， { }x x↓ =↓ ， { }x x↑ =↑ 。 
设 P 为偏序集，X P⊆ ，则 X 是下集当且仅当 X X=↓ 。X 为上集当且仅当 X X=↑ 。若 ,x y X∀ ∈ ，

z X∃ ∈ 使得 ,x y z≤ ，则称 X 是 P 的定向子集；对偶地，可以定义余定向集。设 P 为偏序集，P 称为定向

完备偏序集，如果对于 P 中的每一个定向集 D，最小上界 sup D 都存在。 
定义 2.1 [7]：设 P 为偏序集， D P⊆ ， D ≠ ∅，若 D 满足： 
1) D 是定向集， 
2) 存在 p P∈ 使得 D p⊆↓ ，则称 D 为 P 中的相容定向集。 
定义 2.2 [7]：设P为偏序集，P称为相容定向完备偏序集，如果对于P 中的每一个相容定向集D，sup D

存在。 
定义 2.3 [7]：设 P 为相容定向完备偏序集，定义 P 上的相容 way below 关系如下： rx y<< ，对于任

意相容定向集 D， sup D 存在，若 supy D≤ ，则存在 d D∈ 使得 x d≤ 。若 rx x<< ，则称 x 为相容紧元。

用 ( )rK P 表示 P 中所有的相容紧元，记 { }:r rx u P u x⇓ = ∈ << ， { }:r rx v P x v⇑ = ∈ << 。 
定义 2.4 [7]：设 P 为相容定向完备偏序集，称 P 相容连续(代数)偏序集，若 P 满足如下条件： 
1) x P∀ ∈ ， r x⇓ ( ( )rx K P↓  )为相容定向集， 
2) ( )sup rx x= ⇓ ( ( )( )sup rx x K P= ↓  )。 

3. 相对相容定向集 

作为相容定向集的一种推广，本节引入相对相容定向集和相对相容定向完备集的概念。 
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定义 3.1：设 P 为偏序集， ,D T P⊆ ，且 ,D T ≠ ∅，若 D 满足： 
1) D 是定向集， 
2) 存在 t T∈ 使得 D t⊆↓ ，则称 D 为 P 的相对于 T 的相容定向集。当 T 明了时，可简称为相对相容

定向集。记 ( )TR P  = { D P⊆ ：D 为 P 的相对 T 的相容定向集}。 
命题 3.2：相对相容定向集必为相容定向集。 
证明： ,D T P∀ ⊆ ，T ≠ ∅，若 ( )TD R P∈ ，则 t T P∈ ⊆ 使得 D t⊆↓ ，又 D 本身定向，由相容定向集

定义知，D 为相容定向集。 
注 3.3：相容定向集未必是相对相容定向集。 
例 3.4：如图 1 所示。 
设 { }1 , , , , ,P a b c d e f= ， { }, ,T d e f= ，令 { }, ,D c e f= ，易知 D 为 P1 中相容定向集，但在给定的集合

T 中，找不到一个 t 使得 D t⊆↓ 成立，故 D 不为 P1 中相对 T 相容定向集。 
命题 3.5：设 P 为偏序集， ,D T P⊆ ，且 ,D T ≠ ∅。若T P= ，则 D 为相对相容定向集当且仅当 D

为相容定向集。 
下面利用相对相容定向集，引入相对相容定向完备集的概念。 
定义 3.6：设 P 为偏序集，T P⊆ ，T ≠ ∅，P 称为相对相容定向完备集，若对于 P 中任意相对 T 的

相容定向集 D，最小上界 sup D 存在。 
注 3.7：相容定向完备集必为相对相容定向完备集，但相对相容定向完备集未必是相容定向完备集。 
例 3.8：如图 2 所示。 
设 2P N M=  ， [ )0,1M = ，规定 P2 中的偏序关系：若 ,x y N∀ ∈ ，则 x y≤ 当且仅当 x y= ；若

,x y M∀ ∈ ，则按 M 普通的偏序关系；若 x M∈ ， y N∈ ，则 x y≤ 。 

取
10,
2

T  =   
，则 P2为相对 T 的相容定向完备集，但此时的 P2不为相容定向完备集。 

命题 3.9：设 P 为偏序集，T P⊆ ，且T ≠ ∅，若T P= ，则 P 为相对相容定向完备集当且仅当 P
为相容定向完备集。 
 

 
Figure 1. Hasse diagram of poset P1 
图 1. 偏序集 P1 的 Hasse 图 

 

 
Figure 2. Hasse diagram of poset P2 
图 2. 偏序集 P2 的 Hasse 图 
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4. 相对相容连续偏序集 

有了相对相容定向集和相对相容定向完备集概念后，下面自然的可以在相容定向完备偏序集上

引入相对相容 way below 关系的概念。 
定义 4.1：设 P 为相对相容定向完备偏序集，其中T P⊆ ，且T ≠ ∅，定义 P 上相对 T 的 way below

rr<< 关系如下： ,x y T∀ ∈ ，若任意 ( )TD R P∈ ， supy D≤ 时，存在 d D∈ ，使得 x d≤ ，则称 x 相对于

T 相容小于 y，记为 rrx y<< 。如果 rrx x<< ，则称 x 为 P 上相对于 T 的相容紧元。用 ( )TK P 表示所

有 P 中相对于 T 相容紧元，同时，可以记 { }:rr rrx y P x y⇑ = ∈ << ， { }:rr rrx y P y x⇓ = ∈ << 。 
命题 4.2：设 P 为相对相容定向完备偏序集，其中T P⊆ ，且T ≠ ∅，若对于任意 , , ,x y u z T∈ ，

则下列结论成立： 
1) rrx y x y<< ⇒ ≤ ； 
2) rr rru x y z u z≤ << ≤ ⇒ << ； 
3) rrx z<< ， rry z<< ，若 x y∨ 存在，则 rrx y z∨ << ； 
4) 若 0 存在且 0 T∈ ，则 x T∀ ∈ ，有 0 rr x<< ； 
5) ( )rr Tx R P⇓ ∈ 。 
证明：1) ( )TD R P∀ ∈ ，因 P 为相对相容定向完备集，故 sup D 存在，又 rrx y<< ，若 supy D≤ ，则

存在 d D∈ 使得 x d≤ ，取{ }y D= ，易证{ } ( )Ty R P∈ ，进而有 x y≤ 。 
2) ( )TD R P∀ ∈ ，因 P 为相对相容定向完备集，故 sup D 存在。若 supz D≤ ，有 supy D≤ ，又 yx rr<< ，

存在 d D∈ 使得 x d≤ ，进而 u d≤ ，所以 rru z<< 。 
3) ( )TD R P∀ ∈ ，则 sup D 存在且 sup D D∈ ，若 supz D≤ ，因为 rrx z<< ， rry z<< ，故存在 1 2,d d D∈

使得 1 supx d D≤ ≤ 且 2 supy d D≤ ≤ ，进而 supx y D∨ ≤ ，所以 rrx y z∨ << 。 
4) ( )TD R P∀ ∈ ，若 supx D≤ ，则存在 d D∈ ，使得 x d≤ 。又 0 为 P 上的最小元，即 0 d≤ ，所以 0 rr x<< 。 
5) 任意取 , rra b x∈⇓ ，则有 rra x<< 且 rrb x<< 。进而 ,a x b x≤ ≤ ，而{ }x T∈ ，所以 ( )rr x U T⇓ ∈ 。 
下面利用相对相容 way below 关系，引入相对相容连续偏序集的概念。 
定义 4.3：设 P 为相对相容定向完备偏序集，其中T P⊆ ，且T ≠ ∅，则称 P 为相对 T 的相容连续偏

序集，若 P 满足下列两个条件： 
1) x T∀ ∈ ， sup rrx x= ⇓ ， 
2) rr x⇓ 为相对 T 的相容定向集。 
定理 4.4：设 P 为相容连续偏序集， T P∀ ⊆ ，T ≠ ∅，则 x T∀ ∈ 有 r rrx x⇓ ⊆⇓ 。 
证明： ry x∀ ∈⇓ ，则 ry x<< ，因 P 为相容连续偏序集，故 P 为相容定向完备集。从而 P 为相对相容

定向完备集， ( )TD R P∀ ∈ ，则 D 为相容定向集，故 sup D 存在且 sup D D∈ 。若 supx D≤ ，则存在 d D∈

使得 x d≤ ，从而有 rry x<< ，进而 rry x<< ，即 rry x∈⇓ ，结论成立。 
定理 4.5：设 P 为相容连续偏序集， T P∀ ⊆ ，且T ≠ ∅，则 P 为相对相容连续偏序集。 
证明：首先，易证 P 为相对相容定向完备集。再者， x T∀ ∈ ，由命题 4.2 知 rr x⇓ 为相对相容定向集。

下证 sup rrx x= ⇓ 成立。 rry x∀ ∈⇓ ，有 rry x<< ，从而 y x≤ ，可见 y 为集合 r x⇓ 的一个上界，故 sup rr x x⇓ ≤ 。

再由定理 4.4 知 r rrx x⇓ ⊆⇓ ，所以 sup supr rrx x x= ⇓ ≤ ⇓ ，即 sup rrx x= ⇓ 。综合上述，P 为相对相容连

续偏序集。 
注 4.6：相对相容连续偏序集未必为相容连续偏序集。 

例 4.7：如图 2所示，若令
10,
2

T  =   
，则 P相对 T 的连续偏序集。然而，对于相容定向集M，sup M M∉ ，
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P 不为相容定向完备集，从而 P 不为相容连续偏序集。 

定理 4.8：设 P 为相容完备偏序集，其中T P⊆ ，且T ≠ ∅，若T P= 则 P 为相对相容连续偏序集当

且仅当 P 相容连续偏序集。 
下面定理说明相对相容连续偏序集是具有相应的插值性质的。 
定理 4.9：设 P 为相对相容连续偏序集，T P⊆ ，T ≠ ∅， ,a b T∀ ∈ ，若 rra b<< ，则存在 c T∈ ，使

得 rr rra c b<< << 。 
证明：记 { }: , rr rrS d T c T d c b= ∈ ∃ ∈ << << ，因 rra b<< 且 P 为相对相容连续偏序集，易知必存在 d T∈ ，

使得 rr rrd a b<< << ，故 d S∈ ，可见 S ≠ ∅。下证集合 S 是相对相容定向集， 1 2,d d S∀ ∈ ，则存在 1 2,c c T∈ ，

使得 1 1rr rrd c b<< << 且 2 2rr rrd c b<< << 。从而 1 2, rrc c b∈⇓ ，因 P 为相容完备偏序集，故 rr b⇓ 为相对相容

定向集。从而 rr b⇓ 为定向集，进而存在 3 rrc b∈⇓ ，使得 1 3c c≤ 且 2 3c c≤ ，由命题 4.2 得 1 1 3rr rrd c c<< << 且

2 2 3rr rrd c c<< << 。从而 1 2 3, rrd d c∈⇓ ，又因为 3rr c⇓ 为定向集，故存在 3 3rrd c∈⇓ 使得 1 3d d≤ ， 2 3d d≤ ，又

3d S∈ 。事实上，因 3 3rrd c∈⇓ 且 3 rrc b∈⇓ ，即 3 3rr rrd c b<< << ，从而 S 为定向集。又 rrS b b⊆⇓ ⊆↓ 且 b T∈ ，

所以 S 为相对相容定向集。因为 sup S b= ，事实上，因为 P 为相对相容连续偏序集，故 sup rrb b= ⇓ ，从

而 ( ){ }sup sup sup : suprr rr rrb c c b S⇓ = ⇓ << = 。又 a b≤ ，所以存在 d S∈ 使得 a d≤ ，进而存在 c T∈ 使得

rr rrd c b<< << ，所以 rr rra c b<< << ，结论成立。 
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