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Abstract 

In this paper, the inverse problem and the positive problem of the one-dimensional Boussinesq 
equation are solved jointly by using the finite difference method. In the solving process, the non-
linear least square method is used for optimization. The approximate solution is consistent with 
the truth value. 
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摘  要 

本文通过有限差分法对一维Boussinesq方程反问题和正问题进行联合求解，求解过程中利用非线性最小

二乘法进行了优化，得到的近似解与真值的基本吻合。 
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1. 反问题的提出 

伴随着科学技术的发展，人类生存环境也遭受了不同程度的破坏，尤其是工业污染物的排放使得地

下水资源受到了严重的污染。研究地下水渗透模型，控制地下水污染等课题变得刻不容缓[1]。在处理渗

透扩散问题时，我们往往将其归结为偏微分方程反问题。所谓偏微分方程反问题，是指微分方程中原来

已知的系数或者定解问题中的初始条件、边界条件等变成了待定的值，即原定解问题的一个或者几个已

知量由已知变成未知，而原方程中的未知量仍然是未知量，或仅已知与未知量有关的某些附加条件，我

们的研究内容就是通过微分方程、已知的定解条件和附加条件来确定问题中的未知量。 
地下水运动情况可以用 Boussinesq 方程来描述，方程以及定解条件为 
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式中 h 表示水头； ( ),f x t 为入渗强度； ( )k x 为渗透系数，表示岩层的透水性的大小，在均匀的岩层中，

渗透系数 ( )k x 和区域坐标无关，为常数，在非均匀岩层中，渗透系数 ( )k x 为空间位置的函数，随着区域

坐标变化而变化。如果给定了 1 2 1, ,, , ,k h g g fϕ 的值，且满足所需要的光滑性条件，我们由偏微分的知识可

以知道该问题的解存在且唯一。此时，该问题为正问题[2]。 
如果只给定了 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2, , , ,x g t g t f x tϕ 的表达式，而 ( ),h x t 都是未知，但是给定了 ( ),h x t 在某时刻

的近似值(测量值)，要求我们确定渗透系数 ( )k x ，来求解上述问题，这时的问题就是系数反演问题。实

际工程中往往渗透系数是未知的，通常通过获得更多的信息或者测量数据来反演系数 ( )k x ，这类系数反

演问题是偏微分方程反问题的重要课题，也是工程技术领域的重要课题[3]。 
本文利用有限差分法对一维流动的 Boussinesq 方程渗透系数反演问题进行数值计算。该方程的求解对

于潜水含水层水量的计算和评价有重要意义。近年来，不少学者对一维抛物型偏微分方程系数反演问题做

了大量研究并提出不少数值计算方法。最为常用的是有限差分法、有限元法、有限体积法和多重网格法[4]。 
有限差分法的思想是用离散的、含有有限个未知量的差分方程去近似代替连续变量的微分方程及边

界条件，并把相应的差分方程解作为微分方程的解，因此，差分法需要讨论的问题即构造近似代替定解

问题的差分方程，即建立差分格式问题[5]。自然科学和工程技术领域的许多问题都需要求抛物型方程的

数值解。抛物型偏微分方程是重要的数学物理方程，而有限差分法是求解抛物型方程的重要方法，Matlab
作为数值计算的重要工具，有丰富的资源可以用于求解抛物型方程。 

有限差分方法不仅是偏微分方程数值解的重要方法，而且也是偏微分方程数值解的有效方法。但应
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用于具体问题时，还需根据具体情况进行分析与处理。在研究与应用中还需要进一步解决如何提高计算

速度、计算精度以及差分分解的收敛性等问题。用有限差分方法近似求解偏微分方程问题有多种多样的

方法，并且也可以用不同的构造方法来建立这些有限差分方法。 

2. 有限差分法 

2.1. 差分格式的建立 

首先在矩形区域{ }0 1,0 1x t≤ ≤ ≤ ≤ 内研究如下 Boussinesq 方程的初边值问题 
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现在考虑 ( ) ( ), hk x h x t
x x
∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

的非线性，为了方便我们进行离散化处理，这里对其进行处理如下，并

代入原方程： 
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下面考虑初边值问题的差分逼近。将上述区域划分为 m n∗ 维网格，取时间步长 1 nτ = 和空间步长

1 mω = ，网格节点为 ( ),i jx t ，用 ( ),i jh x t 表示定义在网点 ( ),i jx t 上的函数， 0 ,0i m j n≤ ≤ ≤ ≤ 。考虑到 

边界上的点无法用两点差分格式处理，我们采用三点差分格式，将上述微分方程进行离散化，得到
h
t

∂
∂

离

散化后的三点数值微分公式表示为： 
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对应的等式右边： 
( )k x
x

∂
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离散化后的三点数值微分公式表示为： 
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离散化后的三点数值微分公式： 
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2.2. 方程组求解 

通过对上述方程的离散化，我们可以得到 m n∗ 个方程，将初始条件和边界条件进行离散化后又得到

2 2m n+ 个方程，而在以上方程组中，k 的离散未知值有 m 个，h 的离散未知值有 m n∗ 个，方程的总个

数大于未知量的总个数，所以，一般来说，由于离散化带来的误差影响，得到的关于离散未知值的方程

组通常是不相容的，我们可以采用最小二乘法来求解。在 Matlab 软件中，lsqnonlin 解决非线性最小二乘

法问题，包含非线性数据的拟合问题，lsqnonlin 采用了 Levenberg-Marquardt 算法，Levenberg-Marquardt
算法是求解非线性问题的一个非常好用的算法。 

另外由于 lsqnonlin 函数采用的是迭代法，对迭代初始值有一定的依赖性。因为程序的局限性，不可

能搜索无穷大的区间，这样一来，初始值的选择就显得尤为重要。如果最优解离所给初始值比较近，迭

代求出该最优解的可能性偏高；如果设定的初始值不理想，离最优解较远，而 matlab 对于迭代次数及迭

代精度都有个默认的设定，这种情况下很可能没有搜到最优解便给出了结果，当然这个结果是在所搜索

区间上的最优解而极有可能不是全局最优的。 

3. 数值实验 

给定参数取值进行数值实验，其中 ( ) ( ) ( )1 1 2, ,x g t g tϕ 已经给定， ( )1 e xx xϕ −= ， ( )1 e tg t t −= ，

( ) ( ) 1
2 1 e tg t t − −= + 。如果给定了 ( ) ( ), ,k x h x t 的值，则 ( ),f x t 可以由方程计算得到。本实验采用 ( )k x 的真

值为 21 2 3x x+ + ， ( ),h x t 的真值为 ( )e x tx t − −+ ，其中，给定的附加条件为 ( ) ( ) ( ) 1,1 1 e xx h x xϕ − −= = + 。 
不同数量级的网格密度对方程拟合的精确程度会产生一定的影响，下面将在 5 × 5，10 × 10，50 × 50

不同网格密度下进行比较(图 1~图 4)。 
通过对实验数据进行误差分析，残差平方和表示实验所得离散数据与参数真值的连续函数的偏差程

度；残差平方和除以方程的总个数所得平均残差平方和，平均残差平方和表示离散后的每一个方程与参

数真值函数的偏差程度，平均残差平方和也越来越小，说明离散后的每一个方程与参数真值函数越逼近；

ε 表示本文算法得到的离散点最优解与 ( )k x 给定真值 21 2 3x x+ + 的方差的平均值，代表本算法所的近

似解的吻合程度。由表 1 可以看出，随着网格密度的增加，本算法所得近似解与真值的吻合程度越来

越好。 
在文献[6]中对该方程采用了最佳摄动量法进行求解计算，我们将本文所用最小二乘法所得离散数据、 
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Figure 1. 5, 5m n= =  
图 1. 5, 5m n= =  

 

 
Figure 2. 10, 10m n= =  
图 2. 10, 10m n= =  

 

 

Figure 3. 50, 50m n= =  
图 3. 50, 50m n= =  
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Figure 4. Comparison 
图 4. 对比 

 
Table 1. Average residual sum of squares under different grid densities 
表 1. 不同网格密度下的平均残差平方和 

离散网格数 5 × 5 10 × 10 50 × 50 

残差平方和 5.4470 × 10−4 1.9700 × 10−5 9.6101 × 10−7 

平均残差平方和 1.2104 × 10−5 1.4071 × 10−7 3.5593 × 10−10 

ε 0.6772 0.3724 0.1409 

 

文献[6]中最佳摄动量所得近似解与函数真值进行对比，结果如图 4 所示。由于在计算过程中，作者把未

知参数 k(x)的函数类型限制为多项式形式，最终所得近似解与真值的吻合程度较高，而在本文中，我们

并未对未知函数的类型进行限制，最终导致与其结果有一定的差异。 
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