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Abstract 
This paper extends the traditional SIS model with birth and death to a directed scale-free network, 
calculates the endemic equilibrium point and critical epidemic threshold of the model under constant 
and linear node’s infectivity, and puts three traditional immunization schemes on the model, which 
rigorously proved that under the three immunization strategies, the model’s inhibition of infectious 
diseases increased. Further comparing the performance of three different immunization strategies 
under the same average immunization rate, the target immunization of immunizing nodes with large 
in-degrees and out-degrees is more effective than proportional and acquaintance immunization. 
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摘  要 

本文将带出生与死亡的传统SIS模型推广到了有向的无标度网络上，计算了模型在常数和线性的网络节点

传染力下的地方病平衡点与流行病传播阈值，并且将三种传统的免疫策略植入到模型上面，严格地证明
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了在三种免疫策略下，模型对传染病的抑制力增加。且在相同的平均免疫率下，进一步比较了三种不同

免疫策略的效果，发现免疫出度与入度均大节点的目标免疫在此模型上对疾病的抑制力是最好的。 
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1. 引言 

众所周知，由病毒或病原体引起的传染病对人类健康构成了巨大的安全威胁。通过数学模型研究传

染病的传播动态和控制策略具有重要意义。 
复杂网络被认为是一种有用的工具，为疾病传播的研究奠定了理论基础。在复杂网络上，节点表示

个体。它们通常分为不同的状态，节点之间通过边相连接，代表传染病传播过程中个体之间的接触。学

者在流行病的动态行为上已经研究了很长时间，其中 SIS 模型是最经典的模型之一。SIS 模型中，S 代表

易感者，即健康但能被感染的个体，而 I 表示染病者，即带有病毒且能传播病毒的个体。易感者与染病

者接触就有可能被感染成为患者，而患者也有一定的概率恢复成易感者。文章[1]中作者深入研究了传统

SIS 模型在无向网络的传播，且探讨了不同免疫策略之间的关系。但传统的 SIS 模型仅考虑了传播率与恢

复率，难以更具体的反应疾病的传播过程，因此在文章[2]中，作者提出了一种新的带出生与死亡 SIS 模

型，将易感者的自然死亡率、染病者的死亡率以及新生的个体都考虑到模型中： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d
1 ,

d
d

.
d

k
k k k k k k k

k
k k k k

x t
x y kx y x y

t
y t

kx y y
t

δ λ α γ

λ β γ


= − − − Θ − +


 = Θ − +

 

虽然在无向网络上，前人做了很多工作[3] [4] [5]，但在现实网络中，很多网路都是有向的，如 WWW 
[6]，接触网络[7]，电话网络等，因此疾病的传播在有向网络上的动力学研究更有实际意义[8]。从更实际

的角度去看待疾病的研究过程，预防疾病的发生才是重中之重，前人针对疾病的传播过程提出了一些经

典的免疫策略，如目标免疫[1]，组合免疫[9]，熟人免疫[10]，比例免疫[1]等。因此本文中我们将传统的

带出生与死亡的 SIS 模型推广到了有向网络上去研究它的动力学行为，且将三种传统的免疫方案应用到

了此模型上面，来更好地抑制传染病的爆发。 

2. 传染病模型及流行病阈值 

定义 S 为易感者，I 为染病者，k 与 l 分别表示节点的入度和出度，b 为出生率，u 为易感者自然死亡

率， γ 为染病者恢复率， β 为染病者因病死亡以及自然死亡率。将传统的带出生与死亡的 SIS 模型推广

到有向网络上，我们得到新的传染病模型如下： 
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其中Θ表示 t 时刻随机连接一条来自染病者的边的概率[11]： 
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方程中 ( ),p k l 表示出度与入度的联合分布， ( ),k lφ 表示入度为 k 且出度为 l 的节点感染力，本文我们考

虑两种情况下的节点感染力， ( ),k l Aφ = ， ( ),k l alφ = ，其中 A 与 a 是正数，且 0 1a< < 。 
假设入度分布 P(k)和出度分布 Q(l)是独立的，因此在有向网络上，平均出度和平均入度可以表示成： 
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下面计算在任一有向网络上的此模型的流行病阈值，在稳态状态下，令
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0
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系统(2.1)变成 
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其无病平衡点 0E 满足条件 ( ) ( ),d 0k lI t = ，将 ( ) ( ),d 0k lI t = 代入方程(2.3)，我们得到系统(2.1)的无病平

0 ,0bE
b µ

 
=  + 

。 

再通过方程(2.3)，可以计算出模型的地方病平衡点： 
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将方程(2.4)中的 *
,k lI 代入Θ，可以得到： 
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显然是 0Θ = 方程(2.6)的解，且 
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因此方程(2.6)有唯一一个正解当且仅当 
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因为有向网络上平均出度等于平均入度 k l= ，从而我们得到模型的流行病阈值： 
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流行病阈值对疾病的传播非常重要，当疾病传播的有效传播率 cλ λ> 时，疾病会在网络上持续传播并发

生爆发，而当 cλ λ< 时，疾病将不会在网络上传播且逐渐消亡。因此提高模型(2.1)的流行病阈值对疾病

的预防是非常重要的。 

3. 免疫策略 

在本章中，我们研究了几种经典的免疫方案来控制模型(2.1)中疾病在网络上的传播。我们将每个免

疫策略的有效性进行阐述且将每种免疫策略的有效性与没有植入策略方案进行对比。 
定义 ,k lδ 是免疫策略的免疫率，那么系统(2.1)变成 
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令方程(3.1)左端为 0，则可以计算出系统的地方病平衡点： 
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采用如上章节相似的计算过程，我们可以得到下列方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

,

, , 0

1d d 1 , , 1.
d d 1

k l

k l k l

b kf
k l p k l

l b b k

λ δ
φ

β γ µ β λ δ
Θ=

 − ΘΘ
 = >
 Θ Θ + + + + − Θ 

∑       (3.3) 

从而可以得到模型的流行病阈值： 
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3.1. 比例免疫 

比例免疫策略是随机的免疫网络中的一部分节点。当定义节点的免疫比例为 0 1δ< < ，比例免疫相

当于将疾病的传播率 λ 降低到了 ( )1λ δ− 。令方程(3.4)中 ,k lδ δ= ，因此比例免疫的流行病阈值为 
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从方程(3.5)可以看出，模型采用比例免疫策略后的传染病阈值增加。且比例免疫的效果与免疫的节点比

例有关，免疫比例δ 越大，网络对疾病的抑制性越强。 

3.2. 熟人免疫 

熟人免疫的核心思想是从 N 个节点中随机的选择比例为 p 的节点，然后再从选择的每一个节点中随

机选择相邻的节点去免疫。 

在有向网络上，对于这群随机选择的节点，我们免疫邻居节点中入度为 k 的节点概率是
( )Pk k

N k
，那

么，具有入度 k 的节点被免疫的免疫率为
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δ δ= = = ，将 kδ 代入方程(3.4)我们可以得

到熟人免疫的传播阈值： 
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所以 ĉ cλ λ> ，即熟人免疫在节点传染力为常数或者线性关系时，都可以增加网络对疾病的抑制力。 

3.3. 目标免疫 

目标免疫是通过有选择的对少量关键节点进行免疫去获得尽量好的免疫效果。在无标度网络上，基

于度的不均匀性，可以选择度大的节点进行免疫。文献[9]中作者提出了在有向的无标度网络上免疫率 ,k lδ

的定义，选择出度和入度均大的节点去免疫，κ 和τ 都是一个常数，则： 
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将 ,k lδ 代入方程(3.4)，我们可以得到目标免疫的传播阈值： 
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令 ,k lkl klδ α= ，其中 0 1α< < ； ,k lk kδ β= ，其中 0 1β< < 。所以 

( )

( )

2 2

2 2
,

,

1,
1

1.
1

k l

k l

l l

l kl l

l l
lk k

δ α

βδ

= >
− −

= >
−−





 

因此 c cλ λ> 。即目标免疫之后网络对疾病的抑制性增加。 

4. 免疫策略对比 

经过上述对三种免疫策略阈值的分析，发现三种免疫策略对疾病的免疫都很重要，都能显著的提高

网络对疾病的免疫能力。因此在下文，我们将对比三种免疫策略的有效性，在免疫率相同的情况下进行

对比，找出三种常见免疫策略中在本模型上最优的免疫方案。 

4.1. 目标免疫与比例免疫 

将目标免疫的传染病阈值与比例免疫的阈值相减： 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

,

, ,, ,

1 1
, ,, ,

c c

k l

k l

l b l b
b k k l k k lb k k l k k l

l b
b k k l k l kk k l k l k

λ
β γ µ β γ µ

φ φ δφ φ δ

β γ µ
φ φ δφ φ δ

λ −

+ + + +
= −

−−

 + +  = −
 −− 







      (4.1) 

令目标免疫的平均免疫率与比例免疫的平均免疫率相等且 M 与 N 分别是网络最大的入度与出度，即
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结合方程(4.1)与(4.2)，有 0c cλ λ− > ，所以在相同的平均免疫率下，目标免疫在系统(2.1)上的对传染病的

免疫效果比比例免疫更好。 

4.2. 目标免疫与熟人免疫 

熟人免疫的平均免疫率为
( ) ( )
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, ,k k l

p kP kpkP k
p k l

k k
δ = =∑ ，熟人免疫与目标免疫的平均免疫率

相等时，有 ,k k lδ δ=  。将目标免疫的传染病阈值与熟人免疫的阈值相减： 
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由方程(4.3)知，只需要比较 ,k lkδ 与 ( )2p k P k k 的大小即可。 
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                (4.4) 

考虑方程(4.4)中的多项式 
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因此在相同的平均免疫率下，目标免疫后的传染病阈值比熟人免疫后高，即目标免疫后网络对传染

病的抑制作用更强。所以，在系统(2.1)上，使用目标免疫策略，选择出度与入度均大的节点去免疫，对

疾病的预防相对于其他两种免疫方案，对疾病在网络上传播的抑制效果更显著。 

5. 结束语 

本文将带出生与死亡的 SIS 模型推高到了有向的网络上，基于平均场理论研究了其在有向网络上的

动力学行为，计算了两种节点感染力下的传染病阈值。且在模型上运用了三种经典的免疫策略，深入剖

析了几种免疫策略的有效性，证明了植入免疫策略后对疾病的传播起到了抑制作用，且在相同的平均免疫

率下，目标免疫的效果更好。这些结论与分析过程对流行病在有向网络上的传播研究有较好的促进作用。 
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