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Abstract 

In this paper, the oscillatory properties of a class of impulsive partial fractional differential equa-
tions with several delays subject to a class of boundary conditions are investigated. By using dif-
ferential inequality method, some sufficient conditions for oscillation of the solutions are obtained 
and an example is given to illustrate the main results. 
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摘  要 

本文研究了在一类边界条件下具有多个时滞的分数阶脉冲偏微分方程解的振动性质。利用微分不等式方
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法，得到了解振动性的充分条件，并给出了一个实例来说明主要结果。 
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1. 引言 

随着微分方程理论的发展和完善，分数阶微分方程作为一个新兴的研究领域，越来越受各界重视。

如在流体力学、粘弹性、类扩散的扩散运输、医学超声检测、电气工程、生物工程学、控制理论等众多

领域[1] [2] [3]。 
微分方程的振动性已经被广泛研究[4] [5] [6]。近年来，一些学者在许多论文中研究了各类分数阶常

微分方程和分数偏微分方程解的振动性[7]-[12]。但是到目前为止，关于带脉冲的分数阶微分方程解的振

动性质的研究尚且很少。最近，A. Raheem和Md. Maqbul研究一类分数阶脉冲微分方程的解的振动性[13]。 
本文的目的是研究如下一类具有多个时滞的中立型脉冲分数阶偏微分方程解的振动性： 
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边界条件满足： 

( ) ( ), 0, , , .ku t x t x R t t+= ∈ ×∂Ω ≠                               (2) 

其中 ( )0,1α ∈ ，且是常数， ,tDα
+ 表示 Riemann-Liouville 正半轴分数阶微积分定义下函数 ( ),u t x 关于变量 t

的α 阶微分，Ω是在 nR 上的有界域，其边界 ∂Ω是光滑的，且Ω = Ω ∂Ω ， ( )0,R+ = +∞ ， ∆为拉普拉

斯算子，n 为边 ∂Ω的外法线向量， ( ) ( ) ( ) [ ], , ,i ia t a t t PC R Rτ + +∈ ，且强迫项 ( ), ,g t x PC R R+ ∈ ×Ω  ，PC

表示以 kt t= 为第一类间断点且在该处左连续的分段连续函数类。并且假设 { } { },k kt t t tτ ττ= − ⊆ ，τ 为常

数， 1,2, ,j n= 
。问题(1)与(2)的解 ( ),u t x 、 ( ), ,tD u t xα

+ 是以 kt t= 为第一类间断点且在该处左连续的分段

连续函数， 1,2,k = 
。在这里， 10 kt t< < < <  ， lim kk

t
→∞

= +∞ 。以下条件在脉冲点成立，

( ) ( ), ,, ,t k t kD u t x D u t xα α−
+ += 。 

在本文中，我们总假设以下条件成立： 
(H1)： :if R R→ 为连续函数，且对常数 jk ，有 ( ) 0i if u u k≥ > ，且 0u ≠ ； 

(H2)： ( ), ,jq t x PC R R+ + ∈ ×Ω ，且满足 ( ) ( )
1
min min ,j jj n x

q t q t x
≤ ≤ ∈Ω

= ； 

(H3)： : R Rσ + +×Ω→ ，且满足 ( ),k kt xσ α≤ ； 
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(H4)： ( ) ( ) ( ), ; 0h u C R R uh u′∈ ≥ 。 

为了方便起见，我们记： 
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2. 预备知识 

定义 1 问题(1)与(2)的一个非零解 ( ),u t x 在区域 G 内是非振动的，如果存在一个常数 0τ ≥ ，使得在

( ) [ ), ,t x τ∈ +∞ ×Ω，始终有 ( ), 0u t x < 或者 ( ), 0u t x > 。否则称振动的。 

定义 2 [2] 在 Riemann-Liouville 正半轴上的分数阶微分定义下，对于 ( ),u t x 关于变量 t 在正半轴上逐

点定义的α 阶微分表示如下： 
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其中 ( )0,1α ∈ ，Γ表示 gamma 函数，并定义为 ( ) 1
0

e dss sαα
+∞ − −Γ = ∫ 。 

引理 3 [1] 若函数 ( )V t 满足： 

( ) ( ) ( )
0

d , 0
t

V t t v y v v tα−= − >∫  

其中 ( )0,1α ∈ 为常数。那么 ( ) ( ) ( )1V t D y tαα +′ = Γ − 。 

引理 4 [4] 若如下问题的最小特征值 0λ 为正： 
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其中 λ 是一常数。则相关的特征方程 ( )xφ 在 x∈Ω，也为正。 

引理 5 [6] 假设以下不等式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 , , ,

1 , 1, 2, ,
k

k k k

t g t t g t t t t

t a t k

ω ω µ

ω ω+

′ ≤ + ≠ ≥

≤ + = 

 
其中， 10 kt t< < < ， lim

k→∞
= +∞； [ ]1 ,PC R Rω +∈ ， [ ]1 2, ,g g R R+∈ ， kα 是常数。那么 
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3. 主要结果及证明 

定理 3.1 假设条件(H1)~(H4)成立，如果分数阶脉冲微分不等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
1

,
n

t t j j
j

D y t D y t k q t V t G tα α τ+ +
=

− − + ≤ −∑                        (7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 , 1,2, ,k k k k kV t V t V t V t kτ α τ+ +− − ≤ + − − =                     (8) 
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没有最终正解，并且分数阶脉冲微分不等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
1

,
n

t t j j
j

D y t D y t k q t V t G tα α τ+ +
=

− − + ≥ −∑                       (9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 , 1, 2, ,k k k k kV t V t V t V t kτ α τ+ +− − ≥ + − − = 
                  (10) 

没有最终负解，那么问题(1)与(2)的每一个非零解 ( ),u t x 在 G 内都是振动的。 

证明：(用反证法)假设 ( ),u t x 是问题(1)与(2)的一个非振动解。不失一般性，我们假设 ( ),u t x 是问题

(1)与(2)的最终正解，即存在 0µ > ，当 ( ) [ ), ,t x µ∈ +∞ ×Ω，使 ( ), 0u t x > ， ( )( ), 0iu t t xτ− > 。 

(I) 当 kt t≠ ，对(1)的第一个方程，两边同时对 x 在有界域Ω上积分得到： 
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                  (11) 

根据 Green 公式，结合边界条件(2)和假设(H4)得到： 
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根据条件(H1)和(H2)得到： 
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结合(11)~(14)可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
1

,
n

t t j j
j

D y t D y t k q t V t G tα α τ+ +
=

− − + ≤ −∑                      (15) 

(II) 当 kt t= ，对(1)的第二个方程，两边同时对 x 在有界域Ω上积分 

( ) ( ) ( )( ), d , d , , , dk k k ku t x x u t x x t x u t x xσ+ −

Ω Ω Ω

− =∫ ∫ ∫                       (16) 

即得到 

( ) ( ) ( )( )( )1 , , , dk k k ky t y t t x u t x xσ+

Ω

= +∫                          (17) 
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根据引理 3，并由(16)可知 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 , , , d dk k k ky t y t t x u v x x vV tσ+

Ω

= +∫                       (18) 

类似地，由式(17)可知 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )20
1 , , , d dkt

k k kV t t v v x u v x x vV t
α

τ σ τ
+ −+ +

Ω
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结合(18)~(19)，并根据条件(H3)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1k k k k kV t V t V t V tτ α τ+ +− − ≤ + − −                        (20) 

因此，由脉冲微分不等式(15)与(20)可知，函数 ( ) ( ), dU t u t x x
Ω

= ∫ 是分数阶脉冲微分不等式(7)~(8)的最终

正解。与假设条件相矛盾。 
另一方面，如果 ( ),u t x 是问题 (1)与 (2)在 G 内的最终负解，由相似的的方法，可知函数

( ) ( ), dU t u t x x
Ω

= ∫ 是分数阶脉冲微分不等式(9)~(10)的最终负解。与假设条件相矛盾。证毕。 

定理 3.2 假设条件(H1)~(H4)成立，如果存在 2 0µ ≥ ，满足 
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2 0
exp d d ,

t

t
r s

µ
σ σ

∞
− = ∞∫ ∫                               (21) 

其中， ( ) ( ) ( )
1

1
n

j j
j

r t k q tα
=

= Γ − ∑ ， 1,2, ,j n= 
，存在 1 0µ ≥ ，满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
1

1
1

1 exp d 1 d
limsup ,

1 exp d
l

l

t t
k s

s t t
tt

k
t t

r G s s

r s s

µ

µ
µ

α σ σ α

α

< <

→∞

< <

+ − Γ −
= ∞

+ −

∏∫ ∫

∏ ∫
                (22) 

并且 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
1

1
1

1 exp d 1 d
liminf ,

1 exp d
l

l

t t
k s

s t t
tt

k
t t

r G s s

r s s

µ

µ
µ

α σ σ α

α

< <

→∞

< <

+ − Γ −
= −∞

+ −

∏∫ ∫

∏ ∫
                (23) 

那么，问题(1)与(2)的每个解在 G 内是振动的。 
证明(反证法)：证明该定理，先证明分数阶脉冲微分不等式(7)~(8)没有最终正解且分数阶脉冲微分不

等式(9)~(10)没有最终负解。不失一般性，假设 ( )y t 是分数阶脉冲微分不等式(7)~(8)的最终正解，那么存

在 1 0µ ≥ ，使得 ( ) 0y t ≥ ， ( ) 0y t τ− ≥ ， 1t µ≥ 。 
由式(7)和引理 3，可得： 
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=
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在这里，令 

( ) ( ) ( )t V t V tω τ= − −                                 (25) 

把(25)代入(24)，有 
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j j
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=

′ + Γ − ≤ −Γ − ≤ ≥∑                     (26) 
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即有 
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对任意 1,2, ,j n∈ 
，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0, .j jt k q t G t tω α ω α µ′ + Γ − ≤ −Γ − ≤ ≥                     (27) 

由脉冲微分不等式(20)，结合上述式子，有 
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由引理 5，可得 
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当 t →∞，根据条件(22)，由上式可得 
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这与 ( ) 0tω > 矛盾。证毕。 
另一方面，由类似方法，当 t →∞，根据条件(23)，由上式可得 
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证毕。 

4. 举例 

假设条件(H1)~(H4)成立，考虑如下多时滞的分数阶脉冲偏微分方程 
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边界条件满足： 
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因此，满足定理 3.2 的所有条件。故问题(29)~(30)的解为振动解。 
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