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Abstract 

In algebra, there are many methods for the calculation of the maximum common factor of poly-
nomial, and there are few narratives for the minimum double. In this paper, three kinds of calcu-
lation methods of minimum double type are analyzed and demonstrated, and the corresponding 
examples are verified. 
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摘  要 

在代数学中，关于多项式的最大公因式的计算有较多的方法，而对于最小公倍式的叙述较少。本文将对

最小公倍式的三种计算方法展开分析和论证，并进行相应的例题验证。 
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1. 引言及预备知识  

最小公倍式是最小公倍数概念的延伸，是由多项式中的最大公因式推导得出。求最小公倍式是分式

运算中通分的基础。在计算最小公倍式的过程中，为保证计算结果的准确性与快速性，不同的情景应当

使用不同的计算方法，即对于具体问题，根据所给多项式的条件，选取恰当的方法。文中给出了三种计

算最小公倍式的方法，分别为根据定义以及与最大公因式的联系求解、利用因式分解法求解、利用矩阵

的初等变换求解。 
为了叙述方便，对符号进行如下约定： [ ]p x 表示系数在数域 P 上的多项式； ( )m x 表示为 ( )f x ， ( )g x

的最小公倍式； ( )d x 表示 ( )f x ， ( )g x 的最大公因式； ( ) ( ),f x g x  表示 ( )f x ， ( )g x 的首项系数为 1
的最小公倍式； ( ) ( )( ),f x g x 表示 ( )f x ， ( )g x 的首项系数为 1 的最大公因式； ( )( )M P x 表示所有多项

式元素的系数在数域 P 上的多项式矩阵。 
首先给出相关的定义及引理。 
定义 1 设 ( )f x ， ( )g x 是 [ ]p x 中的任意两个多项式，若存在 ( )m x 满足： 
1) ( ) [ ]m x p x∈ ；  
2) ( ) ( )|f x m x ， ( ) ( )|g x m x ； 
3) ( )f x ， ( )g x 的任一个公倍式 ( )h x ，都有 ( ) ( )|m x h x ， 

则称 ( )m x 为 ( )f x ， ( )g x 的最小公倍式[1]。  
定义 2 设 ( )f x ， ( )g x 是 [ ]p x 中的任意两个多项式， [ ]p x 中多项式 ( )d x 称为 ( )f x ， ( )g x 的最大

公因式，若它满足下面的两个条件： 
1) ( )d x 是 ( )f x ， ( )g x 的公因式； 
2) ( )f x ， ( )g x 的公因式都是 ( )d x 的因式。 
引理 1：数域 P 上若多项式 ( )f x 次数大于等于 1，则 ( )f x 可以唯一地分解成数域 P 上一些不可约

多项式的乘积，唯一性则是指，若存在两个分解式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2s tf x p x p x p x q x q x q x= = 
, 

则必有 s t= ，且适当排列因式的次序后得 

( ) ( ) , 1, 2, ,i i ip x c q x i s= = 
, 

其中 ( )1,2, ,ic i s= 
为非零常数[2]。 

引理 2：对一个 s n× 矩阵 A 作一初等行变换就相当于在 A 的左边乘上相应的 s s× 初等矩阵。 
引理 3：n 级可逆矩阵 A 是可逆矩阵的充要条件是 A 能表示成一些初等矩阵的乘积 

1 2 mA Q Q Q=  . 

2. 主要结果 

下面给出计算多项式的最小公倍式三种方法。 

2.1. 根据定义以及最小公倍式与最大公因式的联系求解 

定理 1 设 ( )f x ， ( )g x 是 [ ]p x 中的任意两个多项式，设 ( ) ( ) ( )( ),d x f x g x= ，m 为 ( ) ( )f x g x 的首
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项系数，则 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

,
f x g x

f x g x
md x

=   . 

证明 因为 

( ) ( ) ( )( ),d x f x g x= , 

所以 

( ) ( )|d x f x , ( ) ( )|d x g x . 

易知存在 ( )1h x ， ( )2h x 属于 [ ]p x ，可以使得 

( ) ( ) ( )1f x h x d x= , ( ) ( ) ( )2g x h x d x= , 

( ) ( )( )1 2, 1h x h x = . 

设 ( )h x 为 ( )f x ， ( )g x 的任一个最小公倍式，则 

( ) ( )|f x h x , ( ) ( )|g x h x , 

即 

( ) ( )
( )1 |

h x
h x

d x
, ( ) ( )

( )2 |
h x

h x
d x

, 

所以可得 

( ) ( ) ( )
( )1 2 |

h x
h x h x

d x
, 

即 

( ) ( )
( )

( )
( )2 |

f x g x h x
d xd x

. 

最后可推出 

( ) ( )
( ) ( )|

f x g x
h x

d x
. 

又易知
( ) ( )
( )

f x g x
d x

是 ( )f x ， ( )g x 的公倍式，除以 m 得到首项系数 1 的最小公倍式所以由定义得证。 

注：所以本方法中求最小公倍式先求出最大公因式，然后用 ( )f x ， ( )g x 的乘积除以最大公因式即

可。 

2.2. 利用因式分解法求解 

定理 2 设 ( )f x ， ( )g x 是 [ ]p x 中的两个多项式，由引理 2， ( )f x ， ( )g x 都可以唯一分解成数域 P
上一些不可约多项式的乘积 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

srr r
sf x mp x p x p x=  , ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2
tll l

tg x nq x q x q x=  , 

其中 ( )ip x ， ( )jp x 是数域 P 上首项系数为 1 的不可约多项式( 1, 2, ,i s=  ， 1,2, ,j t=  )， ,i jr l 为非负整

数， ,m n P∈ 。 
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1) 若对任意的 ,i j ，不存在 ( ) ( )i jp x q x= ，即 ( ) ( )( ), 1f x g x = ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )
,

f x g x
f x g x

mn
=   ; 

2) 对任意的 ,i j ，若存在 ( ) ( )i jp x q x= ，则令 ( ) ( ) ( )
ik i jp x p x q x= = ，并取 { }max ,k i ja r l= 为 ( )

ikp x
的次数，则有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

1

1

, k
i

i j

i

M
a
kM

r l k
k

k

f x g x
f x g x p x

mn p x+ =

=

= ⋅   ∏
∏

. 

证明 对于第一种情况结论显然。下述证明第二种情况：还是利用第一种方法，易知，只需证明下列

式子即可 

( ) ( )( )
( )

( )
1

1

,

i j

i

k
i

M
r l
k

k
M

a
k

k

p x
f x g x

p x

+

=

=

=
∏

∏
, 

即 ( )f x ， ( )g x 的最大公因式为它们的全体相同重因式取较低次幂的乘积，取 

( )
( )

( )
1

1

i j

i

k

i

M
r l
k

k
M

a
k

k

p x
d x

p x

+

=

=

=
∏

∏
, 

可以很清楚的知道① ( ) ( ) ( ) ( )| ; |d x f x d x g x ；② ( )f x ， ( )g x 的任意其他公因式都是 ( )d x 的因式；所以

由最大公因式的定义可得，得证。 
注：很多情况下，多项式进行因式分解很复杂繁琐，分解不易，因此使用此方法有一定的局限性。 

2.3. 利用矩阵的初等变换求解 

定理 3 设 ( )f x ， ( )g x 是 [ ]p x 中的任意两个非零多项式，令矩阵 

( )
( ) ( )

0f x
A

g x g x
 

=  
 

, 

则 A 可经过一系列的初等变换得到 R，使得 

( ) ( )
( )0

d x h x
R

m x
 

=  
 

, 

其中 ( )d x 为最大公因式， ( )m x 即为所求的最小公倍式[3]。 
证明 由引理 2 和引理 3 可知，对多项式矩阵进行一次初等变换等同于左乘一个多项式矩阵，那么有

限次的初等变换也可表现为左乘一个可逆矩阵，则证明上述方法只需证存在一个可逆矩阵 ( )( )B M P x∈ ，

使得 BA R= 即可。 
易知存在 ( ) ( ) ( ),u x v x P x∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),u x f x v x g x f x g x d x+ = = , 

取 
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( ) ( )
( ) ( )1 1

u x v x
B

u x v x
 

=  
 

, 

其中令 ( ) ( )
( )1

g x
u x

md x
−

= ， ( ) ( )
( )1

f x
v x

md x
= ，m 为 ( ) ( )f x g x 的首项系数，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
0

d x v x g x
BA f x g x

md x

 
 

=  
 
 

. 

根据方法 1 的公式可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

,
f x g x

f x g x
md x

=   , 

下证多项式矩阵 B 可逆 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
1 1

1 0

u x v x
B u x v x u x v x

u x v x

f x g x
u x v x

md x md x

u x f x v x g x
md x m

= = −

−
= ∗ − ∗

+
= = ≠

 

因此多项式矩阵 B 可逆，所以上述得证。 

3. 举例验证 

例 1 设 ( ) 2 2 1f x x x= + + ， ( ) 3 2g x x x= + ，用三种方法求 ( ) ( ),f x g x  。 
方法 1 运用辗转相除法得最大公因式 ( ) 1d x x= + ，那么 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )2 3 2
4 3 2

2 1
, 2

1

x x x xf x g x
f x g x x x x

md x x

+ + +
= = = + +   +

. 

方法 2 ( ) ( )22 2 1 1f x x x x= + + = + ， 

( ) ( )3 2 2 1g x x x x x= + = + , 

所以 

( ) ( ) ( )22 4 3 2, 1 2f x g x x x x x x= + = + +   . 

方法 3 设 

( )
( ) ( )

0f x
A

g x g x
 

=  
 

, 

则对 A 进行一系列的初等变换如下 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2

3 2 3 2 2 3 2

3 2 3 2
2 1 1 1 2

2 3 2 4 3 2

0 2 1 0 2 1 0

1 1
0 2

x

x

f x x x x x
A

g x g x x x x x x x x x

x x x x x x
x x x x x x x

∗ − +

∗ + ∗ +

     + + + +
= = →     

+ + − − +    
   + + + +

→ →   
− − + + +   
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4. 结论 

综上所述，用以上三种方法都可以有效求解多项式的最小公倍式，当然三种方法中第二种方法有着

一定的局限性，所以要慎用。 
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