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Abstract 
L’Hospital rule is a classical and effective method to solve indeterminate form in limit problem. 

This paper studies a class of extended indeterminate form ∗
∞

 based on common indeterminate 

form ∞
∞

, generalizes L’Hospital rule under certain conditions and obtains generalized L’Hospital 

rule. 
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摘  要 

L’Hospital法则是求解极限问题中未定式的一种经典而有效的方法。本文从未定式常见类型
∞
∞

出发，研

究了一类拓展型未定式
∗
∞

，在一定条件下将L’Hospital法则进行了推广，给出了广义L’Hospital法则。 
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1. 引言 

函数之比求极限是一类典型且常见的极限问题，通常利用商的极限运算法则可以计算一般情形下的 

极限。而对于分子、分母不趋于有限值的情形，该法则不适用。如对于
∞
∞

未定式，便不能直接用“商的 

极限等于极限的商”这一简单法则来计算。此类未定式的一种简便有效的计算方法是 L’Hospital 法则。 

例如，极限过程 x a→ 下的
∞
∞

未定式的 L’Hospital 法则为 

引理(L’Hospital 法则) 设 
(1) 当 x a→ 时，函数 ( )f x 与 ( )g x 均趋于无穷大； 

(2) 在点 a 的某去心邻域内， ( )f x′ 与 ( )g x′ 都存在且 ( ) 0g x′ ≠ ； 

(3) 
( )
( )

lim
x a

f x
g x→

′
′

存在(或为无穷大)， 

则 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
。 

该法则对其它极限过程 , , , ,x a x a x x x− +→ → →∞ → −∞ → +∞ 均适用。 

这种在一定条件下通过分子、分母分别求导再求极限来确定未定式的值的方法，称为 L’Hospital 法

则。引理的一个关键性条件是要求分子、分母均趋于无穷大，这使得 L’Hospital 法则在使用时具有一定

的局限性。考察以下引例： 

引例  已知函数 ( )f x 在 [ )0,+∞ 内连续且 ( )lim 1
x

f x
→+∞

= ，求
( )

0
e d

lim
e

x t

xx

f t t
→+∞

∫
。 

这是一个典型的
∞
∞

未定式求极限的问题，求解的主要思路是利用 L’Hospital 法则。 
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解法一 由 ( )lim 1
x

f x
→+∞

= 知，存在 0 0X > ,当 0x X> 时，有 ( ) 1
2

f x > ，故 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

00

1e d e d e d e d e d
2

1e d e
2

x X x X x Xt t t t
X X

X Xt

f t t f t t f t t f t t t

f t t x X

= + ≥ +

= + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
， 

从而 ( )
0

lim e d
x t

x
f t t

→+∞
= +∞∫ 。由 L’Hospital 法则得 

( ) ( ) ( )0
e d e

lim lim lim 1
e e

x t x

x xx x x

f t t f x
f x

→+∞ →+∞ →+∞
= = =∫

。 

上述求解过程较为繁琐，原因在于为使用 L’Hospital 法则，应先明确所求极限为
∞
∞

未定式，即证明 

分子趋于无穷大。该事实看似显然，但其论证方法并不直接，往往不容易想到。 

事实上，若仅分母趋于无穷大，不考虑分子的变化趋势(此时将
( )
( )lim
xf

g x 记作
∗
∞

未定式)，在一定条

件下仍可通过分子、分母分别求导以求极限，即 L’Hospital 法则可进一步推广，得到
∗
∞

未定式的广义 

L’Hospital 法则[1]。 

2. ∗
∞
未定式的广义 L’Hospital 法则 

以下定理仅以极限过程 x a+→ 为例，其它过程结论类似。 

定理 1 (广义 L’Hospital 法则) 设 ( )f x 和 ( )g x 在 ( ),a b 上均可导(其中 a b−∞ ≤ < ≤ +∞ )且满足：(1)  

( ) ( )0, ,g x x a b′ ≠ ∈ ；(2) ( )lim
x a

g x
+→

= +∞；(3) 
( )
( )

lim
x a

f x
A

g x+→

′
=

′
 (A 为有限数或 −∞ , +∞ )，则 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x+ +→ →

′
=

′
。 

证明 (i) 当 A 为有限数时。 

(证法一) 由
( )
( )

lim
x a

f x
A

g x+→

′
=

′
，则对 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，使得当 ( ),x a a δ∈ + 时，有 

( )
( )

f x
A

g x
ε

′
− <

′
， 

即
( )
( )

f x
A A

g x
ε ε

′
− < < +

′
。 

现任取 ( )0 , ,x x a a δ∈ + 且 0x x< ，由 Cauchy 中值定理， ( ) ( )0 , ,x x a aξ δ∃ ∈ ⊂ + 使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0

0

f x f x f
g x g x g

ξ
ξ

′−
=

′−
                                  (1) 

进一步地，由条件(1)、(2)，不妨设 ( ) ( )0, ,g x x a b′ > ∈ ,则必有 ( )g x 在 ( ),a b 内恒大于零，此时由(1)
式得[2] 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0

01

f xf x
g x g x f

A A
g x g
g x

ξ
ε ε

ξ

−
′

− < = < +
′

−
， 

从而 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

0 0 0 01 1
g x f x g x f xf x

A A
g x g x g x g x g x

ε ε
   

− − + < < + − +      
   

                (2) 

又由 ( )lim
x a

g x
+→

= +∞，(2)式两边同时取上下极限得 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x ax a

f x f x
A A

g x g x
ε ε

++ →→

− ≤ ≤ ≤ + ， 

再令 0ε +→ ，得 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x ax a

f x f x
A A

g x g x++ →→

≤ ≤ ≤ ， 

故
( )
( )

lim
x a

f x
A

g x+→
= ，即 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x+ +→ →

′
=

′
。 

(证法二) 由
( )
( )

lim
x a

f x
A

g x+→

′
=

′
，则对 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，使得当 ( ),x a a δ∈ + 时，有 

( )
( )

f x
A

g x
ε

′
− <

′
， 

即
( )
( )

f x
A A

g x
ε ε

′
− < < +

′
。 

现任取 ( )0 , ,x x a a δ∈ + 且 0x x< ，则由 Cauchy 中值定理， ( ) ( )0 , ,x x a aξ δ∃ ∈ ⊂ + 使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0

0

f x f x f
g x g x g

ξ
ξ

′−
=

′−
， 

从而 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

f x f x
A A

g x g x
ε ε

−
− < < +

−
。 

又 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0

0

1
g x f x f x f x Ag xf x

A A
g x g x g x g x g x

   − −
− = − ⋅ − +     −   

， 

故 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0

0

1 2
g x f x f x f x Ag xf x

A A
g x g x g x g x g x

ε ε ε
− −

− ≤ − ⋅ − + < + =
−

， 
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即
( )
( )

lim
x a

f x
A

g x+→
= ,从而

( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x+ +→ →

′
=

′
。 

(ii) 当 A 为 +∞时。 

由
( )
( )

lim
x a

f x
g x+→

′
= +∞

′
，则对 0M∀ > ， 0δ∃ > ，使得当 ( ),x a a δ∈ + 时，有

( )
( )

3
f x

M
g x
′

>
′

，进一步地， 

对 ( )0 , ,x x a a δ∀ ∈ + 且 0x x< ，由 Cauchy 中值定理， ( ) ( )0 , ,x x a aξ δ∃ ∈ ⊂ + 使得[3] 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0

0

3
f x f x f

M
g x g x g

ξ
ξ

′−
= >

′−
。 

此外，由 ( )lim
x a

g x
+→

= +∞易知
( )
( )

0lim 0
x a

g x
g x+→

= 及
( )
( )

0lim 0
x a

f x
g x+→

= 。从而由极限定义得 

( )
( )

0 1
2

g x
g x

< ，
( )
( )

0 1
2

f x
M

g x
> − ， ( ),x a a δ∈ + 。 

故 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 0 0

0

1 13
2 2

g x g x f x f x f xf x
M M M

g x g x g x g x g x
− −

= ⋅ + > ⋅ − =
−

， 

即
( )
( )

lim
x a

f x
g x+→

= +∞，从而
( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x+ +→ →

′
=

′
。 

(iii) 当 A 为 −∞时。 

令 ( ) ( )1f x f x= − 。由
( )
( )

lim
x a

f x
g x+→

′
= −∞

′
知

( )
( )

1lim
x a

f x
g x+→

′
= +∞

′
。进一步地，由(ii)之结论可得

( )
( )

1lim
x a

f x
g x+→

= +∞，

即
( )
( )

lim
x a

f x
g x+→

−
= +∞，故

( )
( )

lim
x a

f x
g x+→

= −∞。从而
( )
( )

( )
( )

lim lim
x a x a

f x f x
g x g x+ +→ →

′
=

′
。 

综合(i) (ii) (iii)，定理得证。 

3. 结论 

利用
∗
∞

未定式的广义 L’Hospital 法则，引例的解法可进行改进： 

解法二 由 ∗
∞

未定式的广义 L’Hospital 法则得 

( ) ( )0
e d e

lim lim 1
e e

x t x

x xx x

f t t f x
→+∞ →+∞

= =∫
。 

显然，解法二比解法一简便得多。因本例满足
∗
∞

未定式广义 L’Hospital 法则的条件，从而不必论证 

分子的变化趋势，只要分母趋于无穷大即可。这就省去了解法一中繁杂且不易实现的分子趋于无穷大的

证明环节。 

本文给出的广义 L’Hospital 法则并不要求分子趋于无穷大，而只要分母趋于无穷大即可。这在一定 

程度上拓宽了原有
∞
∞

未定式 L’Hospital 法则的适用范围，使得通过分子、分母求导以求极限这一简便方 

法能够应用于更多看似复杂而又难以入手的极限问题。 
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