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Abstract 
In this paper, a time-varying predator-prey model of Beddington-DeAngelis functional response 
with stage-structured is established. By defining two normal numbers R∗  and R∗ , we obtain suf-
ficient conditions for the persistence or extinction of system solutions. If R 1∗ > , the solution of 
the system is uniformly persistent; if R 1∗ < , the predator will be extinct. In addition, according to 
the continuous theorem of degree theory, when the system solution is uniformly persistent, it is 
concluded that the system has at least one positive periodic solution. Numerical simulation veri-
fies and complements the results of qualitative theoretical analysis, and concludes that the short 
maturity period of immature predators is beneficial to the persistent survival of prey and preda-
tor populations. 
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摘  要 

本文建立了一个捕食者具有阶段结构的Beddington-DeAngelis型功能反应的时变捕食–食饵模型，通过

定义两个正常数 R∗和 R∗ 得到了系统解持久或灭绝的充分条件。若 R 1∗ > ，则系统的解是一致持久的，

若 R 1∗ < ，则捕食者种群灭绝。此外根据度理论的连续性定理，当系统解一致持久时，得到了系统至少

存在一个正周期解。数值模拟验证并补充了定性理论分析的结果，得出幼年捕食者较短的成熟期有利于

食饵和捕食者种群的持久生存。 
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1. 引言 

近年来，具有阶段结构的捕食–食饵模型得到了生物学学者的广泛关注[1]-[6]，一般来说，幼年捕食

者从出生到成熟有一个时间差，如果幼年捕食者和成年捕食者用一个固定的年龄来区分，那么这个时间

差称为成熟期，Liu 和 Yuan [7]在功能反应项里考虑了成熟期时滞τ ；S. Liu 和 E. Beretta [8]在自己的模型

中也考虑了成熟期时滞τ 对模型动力学行为的影响，其模型如下： 
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其中， ( )x t 为食饵的密度， ( )y t 和 ( )jy t 分别表示成年捕食者和幼年捕食者的密度；n 为捕食者的出生率，

2k 为捕食者之间干扰效应；b 为捕食者对食饵的捕获率大小； 1k 为捕食者处理食物的时间；假设幼年捕

食者的死亡率为 jd ，τ 为幼年捕食者的成熟期。S. Liu 和 E. Beretta [8]得出如果系统是持久的，那么捕食

者之间足够大的干扰不仅能使系统更加稳定，还可以增加成年捕食者的出生率。 
在现实世界中，恒定的自然环境是很少的，任何生物或环境都会受到季节周期变化的影响。正如

Cushing [9]指出，有必要考虑例如，天气、食物供应、收获季节、交配习惯、狩猎等季节性因素的影响。

Shi [10]的模型中的全部参数都假定为周期系数，利用度连续理论讨论了正周期解的存在性。在本文中我

们就食饵具有 Logistec 增长率的情形同时针对系统参数为周期时变情形做了定性的分析。 
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2. 模型的建立 
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其中 ( )x t 和 ( )y t 分别为 t 时刻食饵和成年捕食者的密度， ( )jy t 为 t 时刻未成年捕食者的密度。模型(2)
中函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , jr t K t b t k t k t n t d t d t 的意义与 S. Liu和E. Beretta [8]的模型中的参数意义一

致。 

3. 准备工作 

首先，为叙述并证明主要结果，在此给出系统(2)的一些假设和符号说明。系统(2)的基本假设为： 
(A1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , jr t K t b t k t k t n t d t d t 为时间 t 的连续有界正周期函数。 
(A2) 若函数 ( )g t 为 [ )0,+∞ 上的连续有界正周期函数，则 
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系统(2)的初值条件为： 
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其中对所有的 [ ],0θ τ∈ − ，有 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 3, ,φ θ φ θ φ θ φ θ= 使得 ( ) ( )0 1,2,3i iφ θ ≥ = 且 C 表示从 [ ],0τ− 到 3R

上的连续映射的全体构成的 Banach 空间 [ ]( )3, ,C Rτ θ− 元素φ在 C 上的范数为： 
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max , ,
τ θ

φ φ θ φ θ φ θ
− ≤ ≤

= . 

4. 持久性和灭绝性 

4.1. 持久性 

定义 
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定理 1 假设具有初始条件(3)的系统(2)满足 * 1R > ，那么系统(2)是持久的。更具体地说，我们得到了

如下的结果： 

( ) 1lim inf
t

x t m
→+∞

≥ ， ( ) 2lim inf
t

y t m
→+∞

≥  
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其中 
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证明：我们将给出以下几个命题来完成这个定理的证明，证明方法类似于文献[11]，[12]中的证明方

法。 
定义 1 如果存在正常数 ,δ ∆， 0 δ< < ∆，使得对于所有初值为正的(2)的解满足： 

( ) ( ){ }min liminf , liminf
t t

x t y t δ
→∞ →∞

≥ ， ( ) ( ){ }max liminf , liminf
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x t y t
→∞ →∞

≤ ∆  

则系统(2)的解是持久的。 
命题 1 具有初始条件(3)的系统(2)的解，对所有的 0t ≥ ，均为正。 
证明：设 ( ) ( )( ),x t y t 为具有初始条件(3)的系统(2)的解，首先考虑 ( ) [ ], 0,y t t t∈ 时解的正性。由系统

(2)的第二个方程可知 
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由于 ( ) ( ), 0x yθ θ ≥ 连续的依赖于 0τ θ− ≤ ≤ ，并且 ( ) ( )0 , 0 0x y > 。从而，由比较原理可得对于 [ ]0,t t∈ ，
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( ) ( ) ( )0 d0 e
t d s sy t y −∫≥                                  (5) 

由系统(2)的第一个方程，对于 [ ]0,t t∈ ，可得： 
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由初始条件(3)，对 ( )0,t τ∈ ，可以重新改写 ( )jy t 如下： 
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因此可得基于 [ ],τ τ− 区间上的 ( ) ( ) ( ), , jx t y t y t 的正性，对于区间 [ ] ( ), 2 , , , 1 ,n n n Nτ τ τ τ+ ∈   ，可以采取

同样的方式证明。因此，具有初始条件(3)的系统(2)的解对于任何时刻 0t ≥ 都是正的。 
引理 1 [13] 考虑如下方程： 

( ) ( ) ( ) ( )2x t ax t bx t cx tτ′ = − − −  

其中 , , ,a b c τ 为正常数，对任意 [ ],0t τ∈ − ， ( ) 0x t > 。可得 

(1) 如果 a b> ，那么 ( )lim
t

a cx t
c→+∞

−
= ； 

(2) 如果 a b< ，那么 ( )lim 0
t

x t
→+∞

= 。 

命题 2 具有初始条件(3)的系统(2)的解是一致有界的。 
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证明 设 ( ) ( ) ( )( ),z t x t y t= 是具有初始条件(3)的系统(2)的任意一个解，由系统(2)的第一个方程，可

得 
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≤ 。 

定义 ( ) ( ) ( ) ( )jt x t y t y tη = + + ，计算 ( )tη 沿着系统(2)的解轨线的导数，可得： 
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对正常数 { }( )min ,L L
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因此， ( ) ( ),x t y t 是一致有界的。结合(7)容易得到 ( )jy t 也是一致有界的。 
命题 3 系统(2)的任意解 ( ) ( ) ( )( ), , jx t y t y t 满足： 
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命题 4 假设
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考虑以下函数 ( )V t  
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计算 ( )V t 沿系统(2)的解轨线的导数 
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可知对任意的 ( )1 1 0t t t≥ ≥ ， ( )y t ε≤ 是不可能成立的。假如 ( )y t ε> ，可得当 1t t τ≥ + 时， 
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若
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成立。 
由上述不等式，可得： 
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显然是矛盾的。从而对于任意的 2t t≥ ， ( ) *y t y≥ 成立。因此对于任意的 2t t≥ ，可得 
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即当 t → +∞时， ( )V t → +∞。由命题 2， ( )V t 是有界的，这显然是矛盾的。接下来，我们将从下面两种

情形分别进行讨论： 
(1) 对于任意充分大的时间 t， ( )y t ε≥ ； 
(2) 对于任意充分大的时间 t， ( )y t 是震荡的。 
最终，将得到当 t 充分大时， ( ) ( )( )exp My t d Tεε τ≥ − + 成立。显然，我们只需要考虑情形(2)，令 1t

和 2t 为充分大的时间，且满足当 ( )1 2,t t t∈ 时： 

( ) ( )1 2y t y t ε= = , ( )y t ε<  

若 2 1t t Tετ− ≤ + ，因为 ( ) ( ) ( )y t d t y t′ ≥ − ，并且 ( )1y t ε= 表明对于 [ ]1 2,t t t∈ ，有 ( ) ( )( )exp My t d Tεε τ≥ − +

成立。若 2 1t t Tετ− > + ，则对于 [ ]1 1,t t t Tετ∈ + + 有 ( ) ( )( )exp My t d Tεε τ≥ − + 成立。由(14)，可知，对任意
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的 [ ]1 2,t t T tετ∈ + + ，有 ( )x t x∆≥ 成立。因此，对任意的 [ ]1 2,t t T tετ∈ + + ，有 ( ) ( )( )exp My t d Tεε τ≥ − + 成

立。 
如果对任意时间 *

1 1,t t t T Tετ ∈ + + + ，存在 0T ∗使得  

( ) ( )( )exp My t d Tεε τ≥ − +  

( ) ( )( )*
1 exp My t T T d Tε ετ ε τ+ + + = − +  

( )*
1 0y t T Tετ′ + + + ≤  

由系统(2)的第二个方程，当 *
1t t T Tετ= + + + 时，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

d

1 2

1 2

e
1

e exp 0
1

t
jt

M
j

d s s

dL L
M M

M M

n t b t x t y t
y t d t y t

k t x t k t y t

n b x d d T
k x k

τ

τ

ε

τ τ τ τ
τ τ τ τ

ε τ
ε

−−

−∆

∆

∫− − − −
′ = −

+ − − + − −

 
 ≥ − − + >
 + + 

 

矛盾，因此对所有的 [ ]1 2,t t t∈ ， ( ) ( )( )exp My t d Tεε τ≥ − + 成立。 
由系统(2)的第三个方程及命题 1，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

d

1 2

1 2
3

1 1 2 2

e
d

1

e
: 0

1

t
js

M
j

d u u
t

j t

dL L

M M

n s b s x s y s
y t s

k s x s k s y s

n b m m m
k m k m

τ

τ

−

−

−

∫

=
+ +

≥ = >
+ +

∫
 

从而，结合命题 2~4，系统(2)是持久的。 

4.2. 灭绝性 

定理 2 若 * 1R < ，则对具有初始条件(3)的系统(2)的任意正解 ( ) ( )( ), jy t y t 满足 ( )lim 0
t

y t
→+∞

= ，

( )lim 0jt
y t

→+∞
= 。 

证明 由 * 1R < ，存在充分小的 0ε > ，使得 

( )( )1

e 1
1

L
jdM M

L L L

n b
d k k

τ

ε

−

<
+ +

, 

由 ( )lim L

t
x t K

→+∞
≤ ，存在时间 0T > ，使得当 t T> 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

d

1 2

1

e
1

e

1

t
jt

M
j

d s s

dM M L
L

L L

n t b t x t y t
y t d t y t

k t x t k t y t

n b K t
d t y t

k K

τ

τ

τ τ τ τ
τ τ τ τ

ε τ

ε

−−

−

∫− − − −
′ = −

+ − − + − −

+ −
≤ −

+ +

 

利用 * 1R < ,可得 ( ) 0y t′ = ， ( )lim 0
t

y t
→+∞

′ = 则 

( )lim 0
t

y t
→+∞

= , 
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从而，容易得到 ( )lim 0jt
y t

→+∞
= 。 

注 1 当系统(2)的系数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1, , , , , , ,jr t k t b t n t d t d t k t k t 和 ( )2k t 均为常数时，则系统(2)就退

化为以下的自治系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1
1

e
1

e
1 1

j

j

d

d

j j j

x t bx t y t
x t x t r

K k x t k y t

nbx t y t
y t dy t

k x t k y t

nbx t y t nbx t y t
y t d y t

k x t k y t k x t k y t

τ

τ

τ τ
τ τ

τ τ
τ τ

−

−

  
′ = − −  + +  


 − − ′ = −

+ − + −

 − − ′ = − −
 + + + − + −

                   (15) 

则： 

( )

( )
*

* 0
1

e
1

jdnbKR R R
d k K

τ−

= = =
+

 

由定理 1 不难发现，当 0 1R < 时，本文对 Liu 和 Beretta [14]中的主要结果进行了改进和推广。 

5. 周期解的存在性 

为了获得系统(2)的正周期解的存在性，引入连续性引理如下： 
首先，取实巴拿赫空间及线性变换 DomL X Y⊂ → ，取连续映射 :N X Y→ 。如果 dim KerL =

codim Im L < +∞且 Im L 在 Y 上是闭的，则这个映射 L 称为指标为零的 Fredholm 映射，如果 L 为指标为

零的 Fredholm 映射且存在连续投影 :P X X→ 和 :Q Y Y→ 使得 Im P KerL= ， ( )Im ImL KerQ I Q= = − ，

则 ( ): ImDomL KerPL I P X L∩ − → 可逆，设 PL 的逆映射为 PK 。设Ω为 X 中的有界开集，如果 ( )QN Ω 有界

且 ( ) :pk I Q N X− Ω→ 是紧的，则称 N 在Ω 上是紧的。由于 ImQ 与 KerL 同构，所以存在一个同构

: ImJ Q KerL→ 。 
引理 2 [15] 设 XΩ∈ 是一个有界开集，L 是指标为零的 Fredholm 映射，N 在Ω上是紧的，假设 

(a) 对任意的 ( )0,1λ ∈ ， x DomL∈∂Ω∩ ， Lx Nxλ≠ ； 
(b) 对任意的 x KerL∈∂Ω∩ ， 0QXN ≠ ； 
(c) ( )deg , ,0 0JQN KerLΩ∩ ≠ 。 
则 Lx Nx= 在 DomL∩Ω内至少有一个解。 

接下来证明系统(2)的正周期解的存在性，方法类似于文献[10]和[16]的方法。 
定理 3 假设： 

(H1) 引理 2 成立； 
(H2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1, , , , , , ,jr t k t b t n t d t d t k t k t 和 ( )2k t 均为周期为 0ω > 的连续正周期函数； 

(H3) ( )
2

ˆ
ˆ ˆexp 2br r

k
ω

 
− >  
 

； 

(H4) * 1R > ， 22 1M M M MK d k K ω+ < 。 
则具有初始条件(3)的系统(2)至少存在一个正周期解。 
证明：首先考虑具有初始条件： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 d
0

1 2

e
0 d

1

, 0, 0

0 , 0 , 0 0

js d u u

j

j

n s x s y s
y b t s

k t x s k t y s

x y

x y y

τ

θ θ τ θ

−

−

∫
 =
 + +


≥ − ≤ ≤
 >

∫

在 连续
                       (16) 

的子系统 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

d

1 2

1
1

e
1

t
jt d s s

x t b t x t y t
x t x t r t

K t k t x t k t y t

n t b t x t y t
y t d t y t

k t x t k t y t

ττ τ τ τ
τ τ τ τ

−−∫

  
′ = − −  

+ +   

 − − − −

′ = − + − − + − −

                  (17) 

令 

( ) ( ) ( ) ( )1 2ln , lnu t x t u t y t= =                                   (18) 

将(18)代入(17)可得： 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21

1 2

1 2 2

1 2

1
1 2

d

2
1 2

ee1
1 e e

e e

1 e e

t
jt

u tu t

u t u t

d s s u t u t u t

u t u t

b t
u t r t

K t k t k t

n t b t
u t d t

k t k t

τ τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

−− − − + −

− −

∫

  
′ = − −  

+ +   

 − −
′ = −

+ − + −

                     (19) 

从而，系统(19)有一个ω 周期解。 
接下来首先证明系统(19)至少有一个ω 周期解。为了将引理 2 应用于(19)，首先定义 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }T 2
1 2, , : ( ), 1, 2i iX Y u t u t C R R u t u t iω= = ∈ + = =  

和 

( ) ( )( )
[ ]

( )
[ ]

( )T
1 2 1 20, 0,

, max max
t t

u t u t u t u t
ω ω∈ ∈

= +  

其中 . 表示欧几里德范数，则容易得到 X 和 Y 是范数为 . 的巴拿赫空间。 
令 :L DomL X X∩ → ， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T

1 2 1 2, ,L u t u t u t u t′ ′= 。其中 ( ) ( )( ) ( ){ }T 1 2
1 2, ,DomL u t u t C R R= ∈ 且

:N X X→ 。 

( )( )
( )( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21

1 2

1 2 2

1 2

1
1 21

d
2

2
1 2

ee1
1 e e

e e

1 e e

t
jt

u tu t

u t u t

d s s u t u t u t

u t u t

b t
u t r t

K t k t k tN u t

N u t n t b t
u t d t

k t k t

τ τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

−− − − + −

− −

∫

  
′ = − −  

+ +     
=   

   − −  ′ = − 
+ − + −  

. 

定义 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

1
1

1 1

12 2
2

1 d

1 d

u t tP u Q u
P u Q u u t t

ω

ω

ω

ω

 
    

= =     
    
  

∫

∫
, 1

2

u
X Y

u
 

∈ = 
 

 

易知 
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( ) ( ) ( ){ }2
1 2 1 2 1 2, , ,KerL u u X u u h h R= ∈ = ∈  

且 

( ) ( ){ }1 1
1 2 1 2Im ( , ) d 0, d 0L u u Y u t t u t t

ω ω
= ∈ = =∫ ∫  

是 Y 中的闭集， dim codim Im 2KerL L= = ，且 P 和 Q 为连续投影 

Im P KerL= , ( )Im ImKerQ L I Q= = − , 

由此可知，L 是指标为零的 Fredholm 映射。同时 PL 的逆映射为 pk ，则 : Impk L DomL KerP→ ∩ ，且 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1 10 01

12
2 20 0

1d d d

1d d d

t

P

tP

u s s u s s tk u
k u u s s u s s t

ω

ω

ω

ω

ω

ω

 −  
=   
   −  

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

则由 :QN X Y→ 及 ( ) :Pk I Q N X Y− → 可得 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21

1 2

1 2 2

1 2

0
1 2

d

0
1 2

e1 e1 d
1 e e

e e1 d
1 e e

t
jt

u tu t

u t u t

d s s u t u t u t

u t u t

b t
r t t

K t k t k t
QNX

n t b t
d t t

k t k t

τ

ω

τ τ
ω

τ τ

ω

τ τ
ω τ τ

−− − − + −

− −

∫

   
 − −    + +    
 =

  − −  −
  + − + −  

∫

∫

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

1 1d d d d
2

t t
P

tk I Q Nx Nx s s Nx s s t Nx s s
ω ω

ω ω
 − = − − − 
 ∫ ∫ ∫ ∫  

显然QN 和 ( )Pk I Q N− 是连续的。 
为应用引理 2，需要寻找适当的开的有界Ω子集。相应的算子方程为 ( ), 0,1Lx Nxλ λ= ∈ ，则： 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21

1 2

1 2 2

1 2

1 2
1

d
2

1 2

ee1
1 e e

e e

1 e e

t
jt

u tu t

u t u t

d s s u t u t u t

u t u t

b t
r t

K t k t k tu t
u t n t b t

d t
k t k t

τ τ τ

τ τ

λ

τ τ
λ

τ τ

−− − − + −

− −

∫

   
  − −   + +    ′   =   ′  − −    −

  + − + −  

               (20) 

假设 ( ) ( )( )T
1 2,u t u t X∈ 是(20)当常数 ( )0,1λ ∈ 时的解，则沿着区间 [ ]0,ω 积分可得： 

( )

( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2 2

1 2

0
1 2

0

d

0
0

1 2

e e
d

1 e ed

e ed
d

1 e e

t
jt

u t u t

u t u t

d s s u t u t u t

u t u t

r t b t
t

K t k t k tr t t

n t b td t t
t

k t k t

τ

ω

ω

ω τ τ
ω

τ τ

τ τ

τ τ

−− − − + −

− −

∫

  
  − 

   + +     =    − −      
  + − + −  

∫
∫

∫ ∫

              (21) 

由 ( ) ( )( )T
1 2,u t u t X∈ ，则存在 [ ], 0,i iξ η ω∈ ，使得 

( )
[ ]

( )
0,

mini i it
u u t

ω
ξ

∈
= , ( )

[ ]
( )

0,
maxi i it

u u t
ω

η
∈

= , 1, 2i =  

由(21)的第一个方程，可得 
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( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 20
1 2

e e
ˆ d

1 e e

u t u t

u t u t

r t b t
r t

K t k t k t
ω

ω
 

=  − 
 + + 

∫  

此外 

( ) ( )

( )
( )

1 1
1 1

0

e ˆˆ d e
u

ur t rr t
K t k

ξ
ω ξω ω
   >   =      

∫  

可得 

( )
0

ˆd 2u t t r
ω

ω′ ≤∫ ,                                  (22) 

( )1 1 1
ˆ

ln :
ˆ
ru l
r
k

ξ

 
 
 ≤ =
  
    

,                                 (23) 

由式(22)和(23)可得 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 10
ˆd 2 :u t u u t t l r H

ω
ξ ω′≤ + ≤ + =∫ ,                         (24) 

由式(21)及式(H3)的第一个方程可得 

( ) ( )

( )
( )
( )

( )
1 1

1 1

0
2 2

ˆe ˆˆ d e
u

ur t b t b rr t
K t k t k K

η
ω ηω ω ω
     ≤  +  = +         

∫ , 

从而 

( ) 2
1 1 1

ˆ
ˆ

ln :
ˆ

br
k

u L
r
K

η

  
−     ≥ =    
   

.                              (25) 

由式(22)，(25)以及(H3)可得 

( ) ( ) ( ) 2
1 1 1 1 20

ˆ
ˆ

ˆd ln 2 :
ˆ

br
k

u t u u t t r H
r
K

ω
η ω

  
−     ′≥ − ≥ − =    
   

∫ ,                    (26) 

从而，结合式(24)可得 

[ ]
( ) { }1 1 2 10,

max max , :
t

u t H H B
ω∈

≤ = . 

由(21)的第二个式子，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2

2

1 2

d

0 0
1 2

e e
d e

1 e e

t
jt d s s u t u t u t

u t
u t u t

n t b t
t d t

k t k t

τ τ τ
ω ω

τ τ

τ τ

τ τ

−− − − + −

− −

∫ − −  =
 + − + − 

∫ ∫ ,              (27) 

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2
2

1 2

d

0 0
1 2

e e
e d d

1 e e

t
jt d s s u t u t u t

u t
u t u t

n t b t
d t t t

k t k t

τ τ τ
ω ω

τ τ

τ τ

τ τ

−− − − + −

− −

∫ − − ≤
 + − + − 

∫ ∫ , 
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从而 

( ) ( )2 1

0 0
2

ee d e d
L
jdM M

u t u tL
L

n bd t t
k

τ
ω ω

−

≤∫ ∫ . 

结合式(24)可得： 

( )
1

2 2 1
2

eln :
L
jH dM M

L

n bu l
k d

τ

ξ
−

′≤ = ,                              (28) 

再由式(20)可得 

( )10
d 2 Mu t t d

ω
ω′ ≤∫ ,                                 (29) 

从而，由式(28)和(29)可得 

( ) ( ) ( )
1

2 2 2 2 10
2

ed ln 2 :
L
jH dM M

M
L

n bu t u u t t d H
k d

τ
ω

ξ ω
−

′ ′≤ ≤ + =∫ .                 (30) 

由(27)，可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 2 1 1
2

1 1 2 2

d

0 0
1 2

e ee d d
1 e e

t M
j jt d s s u t u t u t u dL L

u t
u uM M

n bd t t t
k k

τ τ τ ξ τ
ω ω

ξ η

−− − + − + + −∫ 
 ≥
 + + 

∫ ∫ , 

连同式(26)和(H4)，可得 

( ) 21
2 2 1

2 2

e 1ln e :
M
jdL L M M

H
M M M

n b d ku L
d k k

τ

η
−  −   ′≥ − =

  
  

.                   (31) 

由式(29)，(31)和(H4)可推得 

( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 20
d 2 :Mu t u u t t L d H

ω
η ω′ ′ ′≥ − ≥ − =∫ ,                     (32) 

结合(30)，可得 

[ ]
( ) { }2 1 2 20,

max max , :
t

u t H H B
ω∈

≤ = .                            (33) 

显然 1B 、 2B 与 λ 无关，定义 0 1 2B B B B= + + ，这里 0B 足够大使得代数方程组的唯一解 ( )T* *,u v  

( )

0
1 2

d

0
1 2

ˆ 1 ee d 0
1 e e

1 e d
1 e e

t
jt

u
u

u v

u d s s

u v

r br t
K k k

nb t d
k k

τ

ω

ω

ω

ω

−−∫

   − − =     + +   
     =  + +  

∫

∫
                        (34) 

满足 

( )T* * * *,u v u v M= + <  

令 ( ) ( )( ) ( ){ }T T
1 2 1 2, : ,u t u t X u u MΩ = ∈ < 满足定理 1 条件(H1)。当 

( ) ( )( )T 2
1 2,u t u t KerL R∈∂Ω∩ = ∂Ω∩ ，则 ( )T

1 2,u u 是满足 1 2u u M+ < 的 2R 中的一个常数向量，则 
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( )
( ) ( )

1
1

1 2

1

1 2

0
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则定理 3 的条件(H2)是满足的。 
最后，将证明定理 3 的条件(H3)是满足的，定义 [ ]: 0,1domL Xψ × → 如下 
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∫
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      −        −     + += +             + +    

∫

∫
 

这里 [ ]0,1µ ∈ ， ( ) ( )( )T 2
1 2,u t u t R∈∂Ω∩ ， ( )T

1 2,u u 是 2R 中的一个常向量，满足 

( ) ( )( )T
1 2,u t u t B= . 

接下来证明 ( ) ( )( )T
1 2,u t u t KerL∈∂Ω∩ ， ( )1 2, , 0u uψ µ ≠ 。假设结论不真，具有范数 ( ) ( )( )T

1 2,u t u t B=

的常向量 ( )T
1 2,u u 满足 ( )1 2, , 0u uψ µ = ， 
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结合(23)~(26)以及(28)，(30)，(31)~(32)，可得 

( ) ( )( )T
1 2,u t u t B< , 

这与 ( ) ( )( )T
1 2,u t u t B= 相矛盾，利用拓扑度理论，取 

( ) ( )T T
1 2 1 2: Im , , ,J I Q KerL u u u u= → → , 

直接计算可得 
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= Ω∩

       = − Ω∩    + +     
≠

∫

 即，定理 3 中的条件(H3)是满足的，其中 ( )T* *,u v 是(34)的唯一解。 
最后，容易证明集合 ( ){ }pk I Q Nx x− ∈Ω 是等度连续且一致有界的，通过使用 Arzela-Ascoli 定理，

可得， ( ){ }pk I Q Nx x− ∈Ω 是紧的。因此，N 是 L-紧的。 
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现已证明Ω满足定理 3 所有的条件，从而,(19)至少有一个ω 周期解。系统(16)至少有一个正的ω 周

期解。 
令 ( ) ( )( )T* *,x t y t 是系统(16)的一个正ω 周期解，可以证明 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

d * *
0

* *
1 2

e
d

1

t
jt d s s

j

n s b s x s y s
y t s

k s x s k s y s

τ

τ

−−
∗

−

∫ 
 =
 + +
 

∫  

也是ω 周期解。从而 ( ) ( )( )T* *,x t y t 为具有初始条件(3)的系统(2)的一个正ω 周期解。 

6. 数值模拟 

6.1. 当 R 1∗ > 时，系统(2)的解的持久性以及正周期解的存在性 

影响种群持久性的因素很多，其中一个重要因素就是种群成熟期的长短，接下来将针对幼年捕食者

的不同成熟期进行数值模拟： 
(1) 选择第一组参数 ( ) ( )2 sin 2r t t= + π ， ( ) 2K t = ， ( ) 10b t = ， ( )1 1k t = ， ( )2 1k t = ， ( ) ( )3 2sin 2n t t= + π ，

( ) ( )3 2sin 2d t t= + π ， ( ) 0.1jd t = 。当 2τ = ， * 9.8248 1R = > ； 6τ = ， * 5.3383 1R = > 时，由定理 1，系

统(2)的解是持久的；由定理 1，系统(2)至少存在一个正周期解(见图 1 和图 2)。 
(2) 选择第二组参数 ( ) ( )2 sin 2r t t= + π ， ( ) 1000K t = ， ( ) ( )2 sin 2b t t= + π ， ( )1 1k t = ， ( )2 1k t = ，

( ) ( )3 2sin 2n t t= + π ， ( ) ( )3 2sin 2d t t= + π ， ( ) 0.1jd t = 。当 6τ = ， * 1R > 时，由定理 1，系统(2)的解是

持久的；由定理 1，系统(2)至少存在一个正周期解(见图 3)。 
 

 

Figure 1. Basic behavior of solutions of system (3) with 2τ = , * 9.8248 1R = >  
图 1. 系统(2)在 2τ = , * 9.8248 1R = > 时的解的基本性态 

6.2. 当 1R∗ < 时，系统(2)中捕食者的灭绝性 

选择参数 2τ = ， ( ) ( )3 sinr t t= + ， ( ) 2K t = ， ( ) 1b t = ， ( )1 1k t = ， ( )2 0.5k t = ， ( ) ( )1 sinn t t= + ，

( ) ( )4 sind t t= + ，时 ( ) 1jd t = ， * 0.0601 1R = < ，捕食者种群灭绝(见图 4)。 

6.3. R∗ 与 R∗对幼年捕食者成熟期时滞τ 的敏感度分析 

除时滞 τ外，当其它参数取值同图 1 情形时， *R 与 *R 对幼年捕食者成熟期时滞 τ的敏感度分析如图 5。 
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Figure 2. Basic behavior of solutions of system (2) with 6τ = , * 5.3383 1R = >  
图 2. 系统(2)在 6τ = , * 5.3383 1R = > 时的解的基本性态 

 

 
 

 
Figure 3. Basic behavior of solutions of system (2) with 6τ = , * 1R >  
图 3. 系统(2)在 6τ = , * 1R > 时的解的基本性态 
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Figure 4. Basic behavior of solutions of system (2) with 2τ = , * 0.0601 1R = <  
图 4. 系统(2)在 2τ = , * 0.0601 1R = < 时的解的基本性态 

 

 
Figure 5. The relationships between *

*,R R  and parameter τ , respectively 

图 5. *
*,R R 与τ 的关系 

7. 结论 

本文提出了一个基于时变系数和阶段结构的 Beddington-DeAngelis 型的时滞捕食–食饵模型。通过

应用微分方程比较原理和度理论的连续性定理，对模型进行了定性的理论分析。 
在定性理论分析的同时，通过定义两个正常数 *R 和 *R ，得到当 * 1R > 时，系统(2)是持久的(见定理 1

和图 1~3)；当 * 1R < 时，捕食者是灭绝的(见定理 2 和图 4)。 
当 * 1R > 时，系统是持久的，本文证明了食饵和成年捕食者存在正的下界(见定理 1)。同时，基于食

饵和成年捕食者的正的下界，得到了时变参数下食饵和成年捕食者的种群数量随 *R 和 *R 的变化关系。本

文中系统(2)持久性的充分条件弱于文献[17]中相应定理的条件。当系统(2)所有的参数都为常数时， *R 和

*R 就还原为相应自治系统的基本再生数(见注 1)。当系统(2)的解持久时，利用度理论中的连续性定理，

得到了系统(2)至少存在一个正ω 周期解(见图 1~3)。 
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数值模拟中的敏感度分析显示了较短的幼年捕食者成熟期对系统解的持久性是有益的，反之较长的

成熟期会导致捕食者种群的灭绝(见图 5)。 
值得注意的是系统(2)的动力学行为对于 *

* 1R R< < 的情形仍然是不清楚的，本文就此情形并未给出

定性的理论分析证明以及数值模拟。关于模型(2)中成年捕食者方程中含有密度制约项，以及模型(2)存在

多少个正周期解的问题都将留给未来去研究解决。 
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