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Abstract 

In the present paper, the concept of a conformal super-algebra is introduced and its relationship 
with a state-field correspondence is given. The locality is defined for any two Laurent-series with 
well-defined coefficients and some examples are discussed. In particular, the Loop state-field cor-
respondence is constructed and some properties are obtained. 
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摘  要 

给出了共形超代数的概念并研究它与态场对应之间的关系；推广了有关Laurent-幂级数局部性的概念并

给出它的具体实例。特别，用张量积的方法构造了Loop-态场对应，并研究了其局部性质。 
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1. 引言 

顶点算子与顶点代数的雏形起源于上世纪 60 年代理论物理学中关于弦论的讨论，它是研究二维共形

场论及统计力学的适用代数模型。作为一种公理化的代数结构，它带有无限多个非结合的双线性运算，

并满足若干比较复杂的运算规则，这个纯代数概念的形成主要基于 R.E. Borcherds 的工作[1]。 
顶点代数的研究与李理论的讨论密切相关，在某种意义下它可以看成是李理论的延伸与拓广。顶点

代数与 Virasoro-代数表示的结合导致了顶点算子代数概念的产生，其主要例子包括 Virasoro-顶点算子代

数、Heisenberg-顶点算子代数、仿射顶点算子代数及格顶点算子代数等等。目前，关于顶点算子代数及

其相关理论的讨论己经成为代数学研究的活跃课题之一，参见文献[2] [3] [4] [5] [6]。 
弱化顶点代数定义中的某些公理可以得到一些相关的代数结构，它们自然是顶点代数概念的推广。

在 2002 年初，B. Bakalov 和 V.G. Kac 给出了场代数的概念，并讨论了场代数与顶点代数的关系[7]。作

为这些相关讨论的准备，文献[7]还引入了更一般的态场对应的概念，并初步描述了它的一些特性。 
本文的主要内容：在文献[7]己有结论的基础上，讨论态场对应的进一步性质，给出相关的共形超代

数的概念，它可以看成是李共形超代数概念的某种推广[8] [9]。另外，通过张量积方法构造相应的 Loop-
态场对应，描述其结构，并讨论涉及局部性的一些基本问题。本文假定 F 是一个特征为零的代数闭域或

复数域，所有向量空间及代数都是指域 F 上的，讨论中用到的基本术语和符号可以参考文献[7] [10]。 

2. 态场对应的预备知识 

首先采用文献[7]的基本术语，给出态场对应的概念如下 
定义 2.1 域 F 上的态场对应是一个四元组 ( ), , 0 ,V Y T ，其中 V 是 F 上的一个向量超空间， 0 是 V

的非零偶向量，也称其为 V 的真空向量， ∈T EndV 是阶化的自同态；Y 是一个阶化的线性映射： 

( )→V glf V , )( ( )
1, − −

∈Ζ

= ∑

n
n

n
a Y a z a z , 

这里 ( )glf V 是 0 1= ⊕V V V 上的所有场构成的向量超空间，它的齐次元素是满足下方截断条件的幂级数：

( ) ( )
1− −

∈Ζ
= ∑ n

nnb z b z ， ( ) ( )∈ ∀ ∈Ζnb EndV n 有相同的奇偶性，且对任意的向量 ∈v V ，有 ( ) 0=nb v ， 0n 。 
最后，还要求满足下列两个相容性条件： 
真空性： ( )0 , = VY z I ， ( ) ( ) [ ], 0Y a z a T a z V z = + + ∈   ，其中符号 VI 表示向量超空间的恒等映

射，元素 ∈a V ； 
平移不变性： )( ( )( ) )(, , , ,  = = ∂ zT Y a z Y T a z Y a z ， a V∀ ∈ 。 
注记 2.3 利用上述平移不变性(2)，容易推出下列等式成立： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )= +n nnT a b Ta b a Tb , ( )( ) ( )1−= − nnTa na , ,∀ ∈a b V . 

引理 2.3 设 ( ), , 0 ,V Y T 是域 F 上的态场对应，定义线性映射 opY 如下： 

( ) )( ( ) ( ) ( ) )(: , , 1 e ,→ = − −

p a p bop op zTY V glf V a Y a z Y b z a  

其中 ( )p x 表示齐次元素 ∈x V 的次数，则 ( ), , 0 ,opV Y T 也是域 F 上的一个态场对应，并且有等式：

( ) =
opopY Y 。 
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证明 这本质上是参考文献[7]中命题 1.8 的结论。 

3. 共形超代数 

下面给出的概念可以看成李共形超代数概念的自然推广。 
定义 3.1 (共形超代数)设 R 是一个 ( )2Ζ -阶化的 [ ]∂F -模，并带有双线性映射 [ ]. .λ ： [ ]λ× →R R R ，

称其为 λ -括积，如果满足下列条件： 

[ ] [ ]λ λλ∂ = −a b a b , [ ] ( )[ ]λ λλ∂ = ∂ +a b a b ,  

其中元素 , ∈a b R ，符号 λ 可以看成是形式变量，算子 ∂在向量超空间 R 上的线性作用是阶化的，也称 ∂
为平移算子。 

带有 λ -括积的 ( )2Ζ -阶化 [ ]∂F -模 R，称为域 F 上的一个共形超代数。此时，对元素 , ∈a b R ， 

[ ] ( )0 !λ
λ∞

=
= ∑

j

jja b a b
j

是关于变量 λ 的多项式， ( )j 也可以看成向量超空间 R 上的一个双线性运算，且 

( ) 0≥ja b ， 0j 。 
引理 3.2 设 ( [ ]), . .λR 是域 F 上的共形超代数，定义双线性映射 

[ ] [ ] ) [ ](. . : , , λλ λ× → 

opop R R R a b a b , 

使得 [ ] ( ) ( ) ( ) [ ]1op p a p ba b bλ λ α− −∂= − − ，这里 , ∈a b R 是齐次元素，则 ( [ ] ), . .λ opR 也是域 F 上的共形超代数，称

其为 ( [ ]), . .λR 的反共形超代数。 
证明 由定义不难直接验证，引理结论成立。 
引理 3.3 设 )( , , 0V Y 是任意给定的态场对应， )( , , 0opV Y 相应的反态场对应。对 V 的任意齐次元素

,u v ，令 

[ ] )(e ,λ
λ = z

zu v Res Y u z v , 

[ ] )(e ,λ
λ =op z op

zu v Res Y u z v , 

经线性扩充得到双线性映射 [ ]. .λ ， [ ] [ ]. . :λ λ× →op R R R ，则 [ ])( , . .λV 是共形超代数，且 [ ] )( , . .λ opV 是相应

的反共形超代数。 
证明 只需证明关于 λ -括积 [ ]λ 的结论，关于 [ ]. .λ op

的结论的证明是类似的。令 ∂ = T ，从而有下列所

要求的等式 

[ ] )(
)(

[ ]

e ,

e ,

λ
λ

λ

λ

λ

λ

∂ = ∂

= −

= −

z
z

z
z

u v Res Y u z v

Res Y u z v

u v

, 

[ ] )(

( )

( )( ) ( )( )
( )[ ]

0

1
0

e ,

!

!

λ
λ

λ

λ

λ

λ

∞

=

∞

−
=

∂ = ∂

= ∂

= ∂ +

= ∂ +

∑

∑

z
z

n

n
n

n

n n
n

u v Res Y u z v

u v
n

u v nu v
n

u v

. 

引理 3.4 设 R 是域 F 上的共形超代数，带有平移算子 ∂，构造向量超空间的张量积 R 及相应的算子
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T 如下： 
1 1, ,− −  = ⊗ =  

R R F t t R t t , 1 1= ∂⊗ + ⊗∂tT , 

对单项式元素 ,m nat bt R∈ ， , ∈a b R 及 , ∈Ζm n ，定义它们的括积 

( )( )
0

,m n m n j
j

j

m
at bt a b t

j

∞
+ −

=

   =    
∑ . 

这里 ( )ja b 是共形超代数 R 中的 ( )j -运算， 0≥j 。通过线性扩充，上述等式在向量超空间 R 上定义了一

个双线性运算，使其成为一个非结合超代数，并且子空间 TR 是它的一个双边齐次理想。 
证明 子空间 TR 有齐次张成元： ( ) 1−∂ +m ma t mat ，∀ ∈Ζm ，这里 ∈a R 是齐次元素。从而由下面的

计算结果可知， TR 是一个双边齐次理想。 

( )

( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1

1

0 0

1
1

1 0

1 1

0 0

,

1

1

1
1

1
0

−

∞ ∞
+ − + − −

= =

∞ ∞
+ − + − −

−
= =

∞ ∞
+ − − + − −

= =

∂ + 
−   

= ∂ +   
   

−   
= − +   

   
−   

= − + +   +   
=

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

m m n

m n j m n j
jj

j j

m n j m n j
j j

j j

m n j m n j
j j

j j

a t mat bt

m m
a b t m a b t

j j

m m
j a b t m a b t

j j

m m
j a b t m a b t

j j

 

这里用到： ( )
1

1
1

−   
+ =   +   

m m
j m

j j
， ( )( ) ( ) ( )1−∂ = − jja j a 。 

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( )
( )

1

1

0 0

1
1

0 0 0

1

0

, −

∞ ∞
+ − + − −

= =

∞ ∞ ∞
+ − + − + − −

−
= = =

∞
+ − + − −

=

 ∂ + 
   

= ∂ +   
   
     

= ∂ + +     
     
 

= ∂ + + − 
 
 

− + − 
 

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

m n n

m n j m n j
j j

j j

m n j m n j m n j
j j j

j j j

m n j m n j
j j

j

at b t nbt

m m
a b t n a b t

j j

m m m
a b t j a b t n a b t

j j j

m
a b t m n j a b t

j

m
m n j

j ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
1

0 0 0

∞ ∞ ∞
+ − − + − + − −

−
= = =

   
+ +   

   
∑ ∑ ∑m n j m n j m n j

j j j
j j j

m m
a b t j a b t n a b t

j j

. 

在上述最后的表达式中，第 1 个和式含于子空间 TR ，而后 3 个和式之和为零。 
引理 3.5 术语如上，在非结合超代数  R TR 中，用符号 ( )ma 表示元素 mat 所在的等价类，则有下列诱

导括积的表达式： 

( ) ( ) ( )( )
( )0

,
∞

+ −=

   =    
∑m n j m n jj

m
a b a b

j
. 

此时，还有等式： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ), 1 ,   = − −   

opp a p b
m n n ma b b a ，这里 ,a b 是 R 的齐次元素， ].,.

op
是由运算

[ ]. .λ op
导出的括积运算。 

证明 根据共形超代数 R 中的反 λ -括积 [ ]. .λ op
的定义，不难看出： 
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[ ] ( ) ( ) ( )
( )1λ λ− −∂

 = − −  
opp a p bb a a b , 

等式两边展开，可以得到下面的一系列式子： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

0 0

0 0

0 0

1
1

! !

1
1

!

1
1

! !

λ λ

λ

λ

∞ ∞

= =

∞
−

= =

+∞ ∞

+
= =

−
= − − + ∂

−  
= − − ∂ 

 

−
= − − ∂

∑ ∑

∑∑

∑∑

mj
p a p b m

j m
j m

mmp a p b m k k
m

m k

j k
p a p b j k

j k
j k

b a a b
j m

m
a b

km

a b
k j

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

0

1
1

!

+∞

+
=

−
= − − ∂∑

j k
p a p b k

j j k
k

b a a b
k

. 

从而有如下等式： 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0

0 0

0 0

0 0

,

1
1

!

1 1

1 1

∞

+ −=

+∞ ∞

+
+ −= =

∞ ∞

+ + − −= =

∞ ∞
+

+ −= =

   =     

− 
= − − ∂ 

 
+ −   

= − − −   
   

+ − +   
= − − −   −   

∑

∑∑

∑∑

∑∑

n m j m n jj

j k
p a p b k

j k
m n jj k

p a p b j
j k m n j kj k

p a p b r k
r m n rr k

n
b a b a

j

n
a b

j k
n m n j

a b
j k

n m n r k
a b

r k k

. 

再利用下述注记 3.6，有等式 

( )

( ) ( )

( )

( )

0

0

0

1

1 1

1
1

1
1

r k

k

r k

k

r

k

r

n m n r k
r k k

n m n r k
r k k

n m n r
r k k

m r m
r r

∞
+

=

∞

=

∞

=

+ − +   
−   −   

+ − +   
= − −   −   

− − + −  
= −   −  

− + −   
= − =   

   

∑

∑

∑
. 

从而，上述等式可以写成下列形式： 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

1 1 ,
opp a p b p a p b

r m nm n rr

m
a b a b

r

∞

+ −=

   − − = − −   
∑ . 

注记 3.6 对任意 , ∈Ζm n ，有组合等式： 0
∞

=

+    
=    −    

∑k

n m n m
k j k j

。 

对顶点代数或顶点算子代数的情形，上述引理 3.5 中的括积公式等价于局部性质，见文献[3] [10]等。

对态场对应的情形，相应的代数结构是非结合的，需要推广局部性的定义，从而可以得到类似的结论，

这就是下面的定理 3.8 及注记 3.9，它也是本文的主要结果。 
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定义 3.7 设 A 是域 F 上的任意非结合代数，
1, −

 

 
 

A z z 是所有 A-值 Laurent-幂级数构成的向量空间，

称元素 ( ) ( ) 1, , −∈  

 
 

a z b z A z z 是相互局部的，如果存在正整数 N，使得下列等式成立： 

( ) ( ) ( ) 0− =Nz w a z b w . 

定理 3.8 术语如上，取 =  A R TR，它是域 F 上的一个非结合超代数。对齐次元素 ∈a R ，定义 Laurent-
幂级数 )( ,Y a z 如下 

)( ( )
1 1, , ,n

n
n

Y a z a z A z z− − −

∈Ζ

= ∈∑  

 
 

 

其中 ( )ma 是 mat 所在的等价类，则 )( ,Y a z ， )( ,Y b z 是相互局部的，这里 a，b 是向量超空间 R 中的齐次元

素。 

证明 利用前面给出的括积公式： ( ) ( ) ( )( )
( )0

,
∞

+ −=

   =    
∑m n j m n jj

m
a b a b

j
，不难验证下列等式成立： 

)( )( ( )( ) )(
0

, , , , ,
!
δ

∞

=

∂  =  ∑
j
w

j
j

Y a z Y b z Y a b w z w
j

. 

根据 R 中 λ -括积的定义，对元素 , ∈a b R ，必有 ( ) 0=ja b ， 0j 。从而上述和式只包含有限项，再

利用δ -函数的性质，必存在正整数 N，使得 

( ) )( )(, , , 0 − = 
Nz w Y a z Y b w . 

注记 3.9 术语如上。设 ( )T A 是非结合超代数 A 作为向量超空间的张量代数，定义结合代数 ( )T A 的

双边理想 I，它由下列齐次元素所生成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 , ⊗ − − ⊗ −  

p a p b
m n n m m na b b a a b , 

其中 , ∈Ζm n ， , ∈a b R 是齐次元素。 
令 ( )=B T A I 是相应的商代数，它有生成元集： ( ) +na I ，这里 a 是向量超空间 R 的齐次元素，n 是

任意整数。把等价类 ( ) +na I 简记为 ( )na ，从而得到下列括积的等式： 

( ) ( ) ( )( )
( )0

,
∞

+ −=

   =    
∑m n j m n jj

m
a b a b

j
. 

结合代数 B 可以看成括积运算下的李代数，并构造它的子代数 , −g g 如下： 

( ){ }0 1; ,= ∈ ∈Ζng span a a R R n , 

( ){ }0 1; , 0− = ∈ ≥ ⊂ng span a a R R n g . 

不难看出：作为结合代数 B 的伴随模的商模，向量空间 −=V B Bg 有下列形式的单项式基： 

( ) ( ) ( )1 2

1 2 1− − − ⋅

r

r
m m ma a a , 1 2 1≥ ≥ ≥ ≥ rm m m . 

最后，令 ( ) ( ){ }1
0 1;n

nna z a z a R R− −
∈Ζ

∑ = = ∈∑  ，其元素可以自然看成是 EndV -值的Laurent-幂级数。

这些元素还满足下方截断性，且是两两相互局部的，从而子集∑成一个顶点代数。 
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