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Abstract 

Let R be a perfect coherent commutative ring, α  be an automorphism of a ring R, and ( )f x  be a 

skew power series of 
 

;R x α . In this paper, we mainly investigate the flat property or the faith-

fully flat property of the residue ring 
 

( )( );R x f xα  when the coefficients of ( )f x  satisfy 

some additional conditions. 
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摘  要 

设R是一个完全凝聚的交换环，α 是环R的自同构， ( )f x 是
 

;R x α 中的一个斜幂级数。该文对一些特

殊的 ( )f x ，即 ( )f x 的某些系数满足一定条件时，得到了斜幂级数剩余类环
 

( )( );R x f xα 作为R-模

的平坦与忠实平坦等同调性质。 
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1. 前言 

设R是有单位元1的完全凝聚的交换环，α 是环R上的一个自同构。记
  { }0; ,i

i iiR x a x a R i Nα ∞

=
= ∈ ∈∑ ，

其中加法运算为普通的幂级数加法，乘法运算为满足下列关系式的乘法运算：对于任意 r R∈ ， ( )xr r xα= ，

则
 

;R x α 按上述运算构成一个环，称为环 R 上的斜幂级数环。设 I 是环 R 的理想，如果对任意 ,a b R∈ ，

( )ab I a b Iα∈ ⇔ ∈ ，则称 I 是环 R 的α -相容理想。如果环 R 的任意理想都是α -相容理想，则称环 R 是

α -相容环。 
令 ( )

 

;f x R x α∈ ，本文主要研究当 ( )f x 的某些系数满足一定条件时，斜幂级数剩余类环

 
( )( );R x f xα 作为R-模是一个平坦R-模以及忠实平坦R-模，并且将该结论推广到了幂级数剩余类环上。 

2. 预备知识 

引理 1 设 R 是有单位元 1 的结合环，α 是环 R 的自同构，I 是环 R 的α -相容理想，则对任意 ,a b R∈ ，

下列结论成立： 
1) 若 ab I∈ ，则对任意正整数 n，有 ( )na b Iα− ∈ ， ( )n a b Iα− ∈ ； 
2) 若存在正整数 n，使得 ( )na b Iα− ∈ 或 ( )n a b Iα− ∈ ，则必有 ab I∈ 。 
证明：1) 若 ab I∈ ，则有 ( )( )1a b Iα α− ∈ 。于是由 α -相容理想的定义可得 ( )1a b Iα− ∈ ，再由

( )1a b Iα− ∈ 可推出 ( )( )2a b Iα α− ∈ ，从而同样可推出 ( )2a b Iα− ∈ 。依此类推可得对任意正整数 n，有

( )na b Iα− ∈ 。 
若 ab I∈ ，则有 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1n n n n n na b a b Iα α α α α α− − − −= ⋅ ∈ ，其中 n 是正整数，于是由上面的证明

可得 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )1 n n n n n na b a b Iα α α α α α− − − − −⋅ = ∈ 。由于 I 是环 R 的α -相容理想，于是可得 

( ) ( )1n na b Iα α− − + ∈ ，依此类推可得 ( )n a b Iα− ∈ 。 
2) 若存在正整数 n，使得 ( )na b Iα− ∈ 或 ( )n a b Iα− ∈ ，则由文献[1]中的命题 2.3 可得 

( )( )n na b ab Iα α− = ∈ 及 ( )( )n n a b ab Iα α− = ∈ 。 
推论 1：设 R 是有单位元 1 的结合环，α 是环 R 的自同构，I 是环 R 的α -相容理想，则对任意 ,a b R∈ ，

下列结论成立： 
1) 若 ab I∈ ，则对任意非零整数 n，有 ( )na b Iα ∈ ， ( )n a b Iα ∈ ； 
2) 若存在非零整数 n，使得 ( )na b Iα ∈ 或 ( )n a b Iα ∈ ，则必有 ab I∈ 。 
证明：由引理 1 及文献[1]中的命题 2.3 可知上述结论成立。 

引理 2：设 R 是有单位元 1 的结合环，α 是环 R 的自同构，对任意正整数 n，任意 r R∈ ，有

( )n n nx r r xα= ， ( )n n nrx x rα−= 。 
证明：由于 ( )xr r xα= ，于是可得 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2x r x xr x r x x r x r xα α α= = = = ，依此类推可得

( )n n nx r r xα= 。 
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由 ( )n n nx r r xα= ，可得 ( )( ) ( )n n n n n nrx r x x rα α α− −= = 。 
引理 3：设 R 是有单位元 1 的结合环，α 是环 R 的自同构，I 是环 R 的α -相容理想， 

( ) 0 1
n

nf x a a x a x= + + + + 。则对任意正整数 n，任意 b I∈ ，有 ( )
 

;f x b I x α∈ ， ( ) ( )( )nf x bx f x I∈ ⋅ 。 
证明：由于 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

i i i i
i i ii i if x b a x b a x b a b xα∞ ∞ ∞

= = =
= = =∑ ∑ ∑ ，由 b I∈ 可得对任意 0 i≤ < ∞ ，

ia b I∈ ，于是由推论 1 可得 ( )i
ia b Iα ∈ ，从而可得 ( )

 

;f x b I x α∈ 。 
由于 ( ) ( ) ( )n n nf x bx f x x bα−= ，由于 1b b I= ⋅ ∈ ，于是由推论 1 可得 ( ) ( )1 n nb b Iα α− −⋅ = ∈ ，从而可

得 ( ) ( )( )nf x bx f x I∈ ⋅ 。 

3. 主要结果 

定理 1：设 R 是有单位元 1 的完全凝聚的α -相容的交换环，α 是环 R 的自同构， 

( ) 0 1
n

nf x a a x a x= + + + + 。如果存在 n，使得 0 1 1, , , na a a − 都是幂等元， 1na = ，那么 

 
( )( );A R x f xα= 是平坦右 R-模。 

证明：在 R-模正合列： 

( )( )  

0 ; 0f x R x Aα→ → → →  

中，
 

;R x Rα ≅ ∏ ，由文献[2]，由于 R 是完全凝聚的环，因此易得
 

;R x α 是平坦右 R-模。故由文献[3]
知，A 是平坦右 R-模的充要条件是对 R 中任意有限生成的左理想 I，有 

( )( )  
( )( );f x R x I f x Iα ⋅ = ⋅  

显然 ( )( ) ( )( )  

;f x I f x R x Iα⋅ ⊆ ⋅ ，下证 ( )( )  
( )( );f x R x I f x Iα ⋅ ⊆ ⋅ 。设 ( )

 

;ik x R x α∈ ， ic I∈ ，

则由引理 3 可得 ( )
 

;i ik x c I x α∈∑ 。若 ( ) ( )( )i ik x c f x∈∑ ，下证一定有 ( ) ( )( )i ik x c f x I∈ ⋅∑ 。 
因为 ( ) ( )( )i ik x c f x∈∑ ，所以存在 ( )

 

;g x R x α∈ ，使得 ( ) ( ) ( )i ik x c f x g x=∑ 。 
设 ( ) 0 1

m
mg x b b x b x= + + + + ，则 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )  

0 0

0 1
0 0 0

1
0 1

0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0

0
;

i j
i j

i j

i i i m
i i i m

i i i

i i i i i i m
i i i m

i i i

n m n m
n m n m

i k
i j

k i j k

f x g x a x b x

a x b a x b x a x b x

a b x a b x a b x

a b a b a b x a b a b x

a b x I x

α α α

α α

α α

∞ ∞

= =

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞ ∞
+ +

= = =

+ +
+ +

∞

= + =

  =   
  

= + + + +

= + + + +

= + + + + + + +

= ∈

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

 

 

  

 

当 0 1 1, , , na a a − 都是幂等元， 1na = 时，依次比较 kx 的系数得： 
当 0k = 时， 0 0a b I∈ ； 
当 1k = 时，我们有 

( )0 1 1 0 .a b a b Iα+ ∈                                       (1) 

将上式乘上 0a 后得 

( )0 1 1 0 0 .a b a a b Iα+ ∈  

由于 0 0a b I∈ ，I 是环 R 的α -相容理想，于是可得 ( )0 0a b Iα ∈ ，从而可得 0 1a b I∈ 。再由(1)式可得
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( )1 0a b Iα ∈ ，故由推论 1 可得 1 0a b I∈ ； 
当 2k = 时， 

( ) ( )2
0 2 1 1 2 0 .a b a b a b Iα α+ + ∈                                  (2) 

将该式乘上 0a 后得 

( ) ( )2
0 2 1 0 1 2 0 0 .a b a a b a a b Iα α+ + ∈  

由于 0 0a b I∈ ， 0 1a b I∈ ，于是由推论 1 可得 ( )0 1a b Iα ∈ ， ( )2
0 0a b Iα ∈ ，从而可得 0 2a b I∈ 。再将(2)式乘

上 1a 后可得 

( ) ( )2
1 0 2 1 1 2 1 0 .a a b a b a a b Iα α+ + ∈  

由于 1 0a b I∈ ，于是由推论 1 可得 ( )2
1 0a b Iα ∈ 。又由于 0 2a b I∈ ，于是可得 ( )1 1a b Iα ∈ ，故可得 1 1a b I∈ 。

再由(2)式可得 ( )2
2 0a b Iα ∈ ，于是由推论 1 可得 2 0a b I∈ ，依此类推； 

当 k n= 时，由 ( )i
i ji j n a b Iα

+ =
∈∑ 可得 0 na b I∈ ， 1 1na b I− ∈ ，， 0 0na b b I= ∈ ； 

当 1k n= + 时，由 ( )1
i

i ji j n a b Iα
+ = +

∈∑ 可得 0 1na b I+ ∈ ， 1 na b I∈ ，， 1 1na b b I= ∈ ， 1 0na b I+ ∈ ； 
依此类推可得 0b I∈ ， 1b I∈ ，， mb I∈ ，，故由引理 3 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

j
i i j

j
k x c f x g x f x b x f x I

∞

=

= = ∈ ⋅∑ ∑  

定理 2：设 R 是有单位元 1 的完全凝聚的α -相容的交换环，α 是环 R 的自同构， 

( ) 0 1
n

nf x a a x a x= + + + + 。如果存在 1n ≥ ，使得 0 1 1 0na a a −= = = = ， 1na = ，那么 

 
( )( );A R x f xα= 是忠实平坦的右 R-模。 

证明：显然 0 1 1, , , na a a − 都是幂等元，则由定理 1 可知 A 是平坦右 R-模。下证对于 R 的任意有限生

成的真左理想 I， I R≠ ，一定有 AI A≠ ，则根据文献[4]可得 A 是忠实平坦的右 R-模。下证 A 中的单位

元 ( )( )1 f x+ 必不在 AI 中，则 AI A≠ 。 
反设 A 中的单位元 ( )( )1 f x AI+ ∈ ，则存在 ( )

 

;ih x R x α∈ ， ic I∈ ，使得 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 i i i if x h x f x c h x c f x+ = + = +∑ ∑
 

由于 ( )
 

;ih x R x α∈ ， ic I∈ ，于是由引理 3 知 ( )
 

;i ih x c I x α∈∑ ，从而存在 ( )
 

;g x R x α∈ ，使得

( ) ( )
 

1 ;f x g x I x α+ ∈ 。由于 0 1 1 0na a a −= = = = ，于是由引理 2 可得 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1
1

1

1

n n n m
n n n m

n n n n n n m
n n n m

n n n n m
n n n m

f x a x a x a x

x a x a x x a x

x a a x a x

α α α

α α α

+ +
+ +

− − −
+ +

− − −
+ +

= + + + +

= + + + +

= + + + +

 

 

 

 

设 

( ) ( ) ( ) ( )1
n n n m

n n n mp x a a x a xα α α− − −
+ += + + + +  , 

则 ( ) ( )nf x x p x= ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )
 

1 1 ; .nf x g x x p x g x I x α+ = + ∈  

于是必有1 I∈ ，由此可得 I R= ，这与假设 I R≠ 相矛盾，故 A 是忠实平坦的右 R-模。 
推论 2：设R是有单位元 1的完全凝聚的交换环， ( ) 2

0 1 2
n

nf x a a x a x a x= + + + + + 。如果存在 1n ≥ ，

使得 0 1 1 0na a a −= = = = ， 1na = ，那么
 

( )( )R x f x 是忠实平坦的右 R-模。 
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证明：在
 

;R x α 中，令 1α = ，则有
   

;R x R xα ≅ ，故由定理 2 知推论成立。 
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