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Abstract 
In the numerical range theory, the subadditivity of the numerical range of linear operators is tri-
vial, but the conditions for the additive property to be established are harsh. This paper studies 
the conditions for the additive property to the numerical range on the finite dimensional complex 
space. By using the unitary invariance of the numerical range and the properties that the numeri-
cal range of normal matrix is just the convex combination of its eigenvalues, the necessary and 
sufficient conditions for the additive property to the numerical range of two Hermite matrices are 
discussed first. Secondly, the necessary and sufficient conditions for the additive property to the 
numerical range of Hermite matrix and skew Hermite matrix are discussed. Finally, the necessary 
and sufficient conditions for the additive property to the numerical range of two-dimensional 
normal matrix are given, that is, the feature spaces corresponding to the eigenvalues of the two 
matrices have nonzero intersections and the eigenvalue connection of the first matrix is parallel to 
the eigenvalue connection of the second matrix. 
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摘  要 

在数值域理论中，线性算子数值域的次可加性是平凡的，但可加性成立的条件却是苛刻的。对有限维复
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空间上的数值域可加性成立条件进行研究，利用数值域的酉不变性和正规矩阵数值域恰为其特征值的凸

组合等性质，先探讨两个Hermite矩阵的数值域可加性成立的充要条件，其次探讨Hermite矩阵和反

Hermite矩阵数值域可加性成立的充要条件，最后给出了二维正规矩阵数值域可加性成立的充要条件，

即两个矩阵的特征值对应的特征空间有非空交集且第一个矩阵的特征值连线平行于第二个矩阵的特征值

连线。 
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1. 引言 

将二次型理论和 Rayleigh 商从有限维推广至无穷维复 Hilbert 空间所得到的集合称为数值域：设 H 是

上的 Hilbert 空间，线性算子 A 的数值域 ( )W A 定义为  

( ) ( ) ( ){ }, : , 1 .W A Ax x x x= =  

从学术研究角度来讲，线性算子数值域的研究涉及到纯理论和应用科学的诸多分支，诸如泛函分析、数

值分析及量子物理等；此外，关于线性算子数值域的研究方法也十分丰富，包括代数、分析、编程等。

因此，线性算子数值域及其相关问题的研究受到了诸多学者的广泛关注。 
线性算子数值域的可加性 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + 是数值域理论中较为活跃的研究课题，对于

Hilbert 空间中线性算子 A，B 而言，通过 A，B 的点谱 ( )p Aσ ， ( )p Bσ 很难刻画 ( )p A Bσ + 的信息，然而

对于线性算子 A，B 而言，容易证明次可加性成立，即 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ ⊂ + 成立。此时，运用谱包

含性质 ( ) ( )p A B W A Bσ + ⊂ + ，可得 ( ) ( ) ( )p A B W A W Bσ + ⊂ + 。也就是说，如果知道 ( ) ( )W A W B+ 的信

息，则可以刻画 ( )p A Bσ + 的分布范围，故线性算子数值域可加性具有深刻的研究意义。 
下面介绍证明中所用到的一些结论。 
命题 1 [1] (Toeplitz-Hausdorff) Hilbert 空间中线性算子 A 的数值域 ( )W A 是凸集。 
设 n n× 为 n n× 的复矩阵空间。通过选取 n

 上的标准内积，数值域可表示为 

( ) { }* *: 1 ,W A x Ax x x= =  

再由 Toeplitz-Hausdorff 定理可知 ( )W A 是上的紧凸集。令 1C ， 2C 为任何实向量空间中的两个凸集，那

么 1C ， 2C 的和定义为 { }1 2 1 2 1 1 2 2: ,C C c c c C c C+ = + ∈ ∈ ，显然 1 2C C+ 也为凸集。由此可见， ( ) ( )W A W B+

也为凸集。 
命题 2 [1] 令 n nA ×∈ ，那么 
(a) ( ) ( )W aA bI aW A b+ = + ，对于所有 ,a b∈。 

(b) ( ) ( )*W U AU W A= ，其中 n nU ×∈ 是酉算子，即 * *U U UU I= = 。 

(c) ( ) ( )A W Aσ ⊂ 。 

(d) 设 2 2A ×∈ 有特征值 1λ ， 2λ ，那么 ( )W A 为以 1λ ， 2λ 为焦点，以 ( ){ }1 22 2*
1 2tr A A λ λ− − 为短轴
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长的椭圆。若 1

20
b

A
λ

λ
 

=  
 

，那么椭圆 ( )W A 的短轴长为 b 。 

命题 3 [1] 设 n nA ×∈ 是正规矩阵，则存在酉矩阵 n nU ×∈ 使得 

( )*
1 2, , , ,nU AU diag λ λ λ=   

其中 1 2, , , nλ λ λ 是 A 的 n 个特征值。 

2. 主要结论 
定理 1 设 , n nA B ×∈ 是 Hermite 矩阵， ,m Mα α ∈是 A 的最小和最大特征值， ,m Mβ β ∈是 B 的最

小和最大特征值，那么 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + 当且仅当 A 的特征空间
m

Eα 与 B 的特征空间
m

Eβ 有非空

交集，A 的特征空间
M

Eα 与 B 的特征空间
M

Eβ 有非空交集。 

证明 先证充分性。假设 mα 为 Hermite 矩阵 A 的最小特征值， mβ 为 Hermite 矩阵 B 的最小特征值，

则对任意的单位向量 0
nx ∈ 有 *

0 0 mx Ax α≥ ， *
0 0 mx Bx β≥ ，故有 

( )* * *
0 0 0 0 0 0 ,m mx A B x x Ax x Bx α β+ = + ≥ +  

此式表明 m mα β+ 是 A B+ 特征值的下界。下证 A B+ 的最小特征值即为 m mα β+ 。已知特征空间
m

Eα 与 B

的特征空间
m

Eβ 有非空交集，设单位向量
m mmx E Eα β∈  ，则成立 *

m m mx Ax α= ， *
m m mx Bx β= ，故有 

( )* * * ,m m m m m m m mx Ax x Bx x A B x α β+ = + = +  

所以 m mα β+ 为 A B+ 的最小特征值，同理可证 M Mα β+ 为 A B+ 的最大特征值，而 A B+ 为 Hermite 矩阵，

故有 

( ) [ ], .m m M MW A B α β α β+ = + +  

又由于 ( ) [ ],m MW A α α= ， ( ) [ ],m MW B β β= 均为凸集，则 ( ) ( ) [ ],m m M MW A W B α β α β+ = + + 。由此可得

( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + 。 

再证必要性。如果 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + ，那么  

( ) ( ) [ ] ( ), .m m M MW A W B W A Bα β α β+ = + + = +  

这表明 m mα β+ 和 M Mα β+ 分别是 A B+ 的最小和最大特征值，则存在单位向量 n
mx ∈ 使得

( ) ( )m m m mA B x xα β+ = + ，故有 

( )* * * ,m m m m m m m mx A B x x Ax x Bx α β+ = + = +  

而由 *
m m mx Ax α≥ ， *

m m mx Bx β≥ 可得 *
m m mx Ax α= ， *

m m mx Bx β= 。因此 mx 是关于 A 的特征值 mα 与 B 的特征

值 mβ 的共同的特征向量，故
m mmx E Eα β∈ ≠ ∅ ，同理可得

M M
E Eα β ≠ ∅ 。□  

定理 2 设 n nA ×∈ 是 Hermite 矩阵， n nB ×∈ 是反 Hermite 矩阵， ,m Mα α ∈是 A 的最小和最大特征

值， ,m Mβ β ∈是 iB− 的最小和最大特征值，那么 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + 当且仅当 A 的特征空间
m

Eα 和

iB− 的每一个特征空间
m

Eβ ，
M

Eβ 都有非空交集且 A 的特征空间
M

Eα 和 iB− 的每一个特征空间
m

Eβ ，
M

Eβ

都有非空交集。  
证明  先证充分性。因为 iB− 是 Hermite 矩阵且 mβ ， Mβ 是 iB− 的最小和最大特征值，故

( ) [ ],m MW iB β β− = ，即 ( ) [ ],m MW B i iβ β= 。由于 A 的特征空间
m

Eα 与 iB− 的特征空间
m

Eβ 交集非空，则存

在单位向量
m mmx E Eα β∈  ，使得 m m mAx xα= ， m m miBx xβ− =  (即 m m mBx i xβ= )成立。将两式相加得  
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( ) ,m m m m m m m m mAx Bx x i x i xα β α β+ = + = +  

此式表明 m miα β+ 为 A B+ 的特征值。同理可知 m Miα β+ ， M miα β+ ， M Miα β+ 均为 A B+ 的特征值，而

( )W A B+ 一定包含此四个特征值的凸包，即 

( ) [ ] [ ], , .m M m MW A B i iα α β β+ ⊇ ×  

又由于 ( ) [ ],m MW A α α= ， ( ) [ ],m MW B i iβ β= 均为凸集，则 ( ) ( ) [ ] [ ], ,m M m MW A W B i iα α β β+ = × ，即

( ) ( ) ( )W A B W A W B+ ⊇ + ，再结合次可加性 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ ⊆ + ，可得 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + 。 

再证必要性。如果 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + ，那么 

( ) [ ] [ ] ( ) ( ), , .m M m MW A B i i W A W Bα α β β+ = × = +  

这表明 m miα β+ ， m Miα β+ ， M miα β+ 和 M Miα β+ 是 A B+ 的特征值，则有单位向量 n
mx ∈ 使得

( ) ( )m m m mA B x i xα β+ = + ，因此  

( )* * * ,m m m m m m m mx A B x x Ax x Bx iα β+ = + = +  

而由 *
m m mx Ax α≥ ， *

m m mx Bx iβ≥ 可得 *
m m mx Ax α= ， *

m m mx Bx iβ=  (即 ( )*
m m mx iB x β− = )。因此 mx 是关于 A

的特征值 mα 与 iB− 的特征值 mβ 的共同的特征向量，故
m mmx E Eα β∈ ≠ ∅ 。同理有

m M
E Eα β ≠ ∅ ，

M m
E Eα β ≠ ∅ 和

M M
E Eα β ≠ ∅ 。□ 

定理 3 设 2 2,A B ×∈ 是正规矩阵， ,m Mα α ∈是 A 的两个特征值， ,m Mβ β ∈是 B 的两个特征值，

那么 ( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + 当且仅当 A 的特征空间
m

Eα 与 B 的特征空间
m

Eβ 有非空交集，A 的特征空

间
M

Eα 与 B 的特征空间
M

Eβ 有非空交集，且线段 [ ],m Mα α 与线段 [ ],m Mβ β 平行。 

证明 先证充分性。假设 A 的特征空间
m

Eα 与 B 的特征空间
m

Eβ 有非空交集，则有单位向量

m mmx E Eα β∈  ，使得 m m mAx xα= ， m m mBx xβ= 。两式相加得 ( ) ( )m m m mA B x xα β+ = + ，这表明 m mα β+ 是

A B+ 的一个特征值，同理可知 M Mα β+ 也是 A B+ 的特征值。由命题 3 和数值域的酉不变性，有 

( ) ( )( ) [ ], , ,m m M M m m M MW A B W diag α β α β α β α β+ = + + = + +  

注意此处 [ ],m m M Mα β α β+ + 表示复平面上连接点 m mα β+ 和点 M Mα β+ 的线段，而 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) [ ] [ ], , , , .m M m M m M m MW A W B W diag W diagα α β β α α β β+ = + = +  

由已知 [ ],m Mα α 和 [ ],m Mβ β 平行，可得 ( ) ( ) [ ],m m M MW A W B α β α β+ = + + 。综上有 

( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + 。 

再证必要性。由于 , ,A B A B+ 均为二阶正规矩阵，所以 ( ) [ ],m MW A α α= ， ( ) [ ],m MW B β β= ，

( ) [ ]1 2,W A B γ γ+ = 均为线段，其中 1 2,γ γ ∈为 A B+ 的两个特征值。若 [ ],m Mα α 与 [ ],m Mβ β 不是平行的，

那么 ( ) ( )W A W B+ 一定不是线段，故 [ ],m Mα α 与 [ ],m Mβ β 平行，从而 ( ) ( ) [ ],m m M MW A W B α β α β+ = + + 。

存在 1 2, ,c c c ∈ ， l∈ 使得 1 1A cA c I= + ， 1 2B lcB c I= + ，其中 1 1,A B 均为 Hermite 矩阵。易知

( ) ( )1 1W A cW A c= + ， ( ) ( )1 2W B lcW B c= + ， ( ) ( )1 1 1 2W A B cW A lB c c+ = + + + ，再由可加性 

( ) ( ) ( )W A B W A W B+ = + 成立可知，有 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1 1 2 ,cW A c cW lB c cW A lB c c+ + + = + + +  

即 ( ) ( ) ( )1 1 1 1W A W lB W A lB+ = + 。 不 妨 设 ( ) [ ]1 1 2,W A a a= ， ( ) [ ]1 1 2,W lB b b= 且 有 1 1m ca cα = + ，

2 1M ca cα = + ， 1 2m cb cβ = + ， 2 2M cb cβ = + ，由定理 1 的必要性推导过程可知
1 1a bE E ≠ ∅ ，

2 2a bE E ≠ ∅ 。
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下面证明
1 maE Eα= ，任取 1a 的单位特征向量 0

nx ∈ ，则有 1 0 1 0A x a x= ，而 

( )1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0,cA x c Ix ca x c x ca c x+ = + = +  

即 0 0mAx xα= ，则 0 m
x Eα∈ 。类似可证明

2 MaE Eα= ，
1 mbE Eβ= ，

2 MbE Eβ= 。故可得
m m

E Eα β ≠ ∅ ，

M M
E Eα β ≠ ∅ 。                                                                         □ 
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