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Abstract 
Firstly, we explore the properties of point set on L-semi-topology space, discuss the properties of 
L-semi-topology subspace, and then get some results in the L-semi-topology space. On this basis, 
we discuss the comparison of L-semi-topology and L-semi-topology; thus, L-semi-topology theory 
is further enriched. 
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摘  要 

本文首先对L-半拓扑空间中的点集性质进行了研究，然后对L-半拓扑子空间的性质进行了研究，得到了

L-半拓扑空间中的一些结果，在此基础上对L-半拓扑的比较、L-半拓扑基进行了讨论，从而进一步地丰

富了L-半拓扑空间理论。 
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1. 引言与预备知识 

匈牙利数学家 A. Csaszar 2002 年在文献[1]中提出广义拓扑空间的概念，并且对广义拓扑空间的性质

进行研究，此后不少学者也积极投入，例如文献[2]-[9]，在广义拓扑空间的点集性质、映射性质以及收敛

性质等方面取得了一系列的研究成果。由于广义拓扑实际上是一类半拓扑，2015 年文献[10]把广义拓扑

重新命名为上半拓扑，进而引入了下半拓扑的概念，并且获得了关于下半拓扑中的一些很有意义的结果，

在此，一个问题自然地被提出： 
问题 能否类比文献[10]，将拓扑定义中(O1)、(O2)、(O3)三个条件(参见文献[11])重新组合，将其重

新分成两个半拓扑(左半拓扑和右半拓扑)，进而得到一些比拓扑空间理论更弱的一些数学结果？ 
关于这个问题，文献[12] [13] [14] [15]做了一些工作。本文将在文献[15]的基础上对 L-半拓扑进行更

进一步研究。主要讨论了 L-半拓扑空间中的点集性质、L-半拓扑的比较、L-半拓扑基。 
下面是文献[15]引入关于 L-半拓扑空间的一些基本概念。 
1) 设 X 是任一非空集合，δ 是 X 的一些子集构成的集族，如果下列条件被满足： 
(O1) X δ∈ ；(O2) 若 ( )Gλ δ λ∈ ∈Λ ，则 Gλλ

δ
∈Λ

∈


 (其中Λ为任意指标集)。则称δ 为集合 X 的

L-半拓扑，并且称有序偶 ( ),X δ 为一个 L-半拓扑空间，集族δ 中的每一个集合都称为 L-半拓扑空间 ( ),X δ  

的 L-开集。 
2) 设 ( ),X δ 为 L-半拓扑空间， ,x X U X∈ ⊂ ，如果 G δ∃ ∈ ，使得 x G U∈ ⊂ ，则称 U 为点 x 的一个

L-邻域，x 点邻域的全体称为点 x 的 L-邻域系，记作 ( )x ，并称 ( ){ }|x x X= ∈  为由 L-半拓扑δ 导出 

的 X 的 L-邻域系。 
3) 设 ( ),X δ 为 L-半拓扑空间， A X⊂ ，若 ( )x A x∈ ∈  (即 G δ∃ ∈ ，使得 x G A∈ ⊂ )，则称点 x 为

点集 A 的 L-内点。点集 A 的内点的全体称为 A 的内部，记为 0
lA 或 int A 。 

4) 设 ( ),X δ 为 L-半拓扑空间， ,A X x X⊂ ∈ ，如果 ( )U x∀ ∈ ，有 { }( )\U A x ≠ ∅ ，则称 x 为点集

A 的 L-聚点，点集 A 的聚点的全体称为 A 的 L-导集，记为 lA′。 
5) 设 ( ),X δ 为 L-半拓扑空间， A X⊂ ，记 LA A A′= 

，则称 LA 为 A 的 L-闭包。 

6) 设 ( ),X δ 为 L-半拓扑空间， F X⊂ 。若 cF X F δ= − ∈ ，则称 F 为 X 的 L-闭集。 
7) 设 A 为 X 中任意非空子集，并记 { }|A G A Gδ δ= ∈

，则
Aδ 为 A 上的一个 L-半拓扑，为此，称

{ }|A G A Gδ δ= ∈
为 X 上 L-半拓扑δ 的一个子拓扑。其中 ( ), AA δ 称为是 ( ),X δ 的 L-半拓扑子空间， 

为了方便，常常简称 A 为 X 的 L-子空间。 
如果没有特别声明，本文所涉及的一切概念、记号等都取自于文献[15]或者文献[11]。 

2. 关于 L-半拓扑空间中的基本点集 

首先，在文献[15]的基础上，我们有如下进一步的结果： 
定理 2.1 集合 Χ上的任意两个 L-半拓扑的交也是 Χ上的一个 L-半拓扑；集合 Χ上的任意两个 L-半

拓扑的并不一定是 Χ上的一个 L-半拓扑。 
证明：因为 1X δ∈ 且 2X δ∈ ，则 1 2X δ δ∈  ； 1 2Gλ δ δ∀ ∈  ，有 1Gλ δ∈ 且 2Gλ δ∈ ，则 1Gλλ

δ
∈Λ

∈


且
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2Gλλ
δ

∈Λ
∈



，故 1 2Gλλ
δ δ

∈Λ
∈ 



。因此两个 L-半拓扑的交仍是 Χ上的一个 L-半拓扑。 

下面用反例说明：集合 Χ上的任意两个 L-半拓扑的并不一定是 Χ上的一个 L-半拓扑。 
事实上，可取 { }, ,X a b c= ， { } { } { }{ }1 , , , ,a b a b Xδ = ， { } { } { }{ }1 , , , ,b c b c Xδ = ，则 

{ } { } { } { } { }{ }1 2 , , . , , , ,a b c a b b c Xδ δ = 。显然，{ } { } { } 1 2,a c a c δ δ= ∉ 
，故 1 2δ δ 不是一个L-半拓扑。 

定理2.2 设 ( ),X δ 为L-半拓扑空间，A X⊂ ，则(1) A δ∈ 当且仅当 0A A= ；(2) LA 必为闭集；(3) LA
等于包含A的一切L-闭集的交。 

证明：1) (必要性) 因为 A δ∈ ，则对 x A∀ ∈ ， G A δ∃ = ∈ ，使得 x G A∈ ⊂ ，故 x 是 A 的 L-内点，

所以， 0A A⊂ 。又因 0A A⊂ ，故有 0A A= ；(充分性) 0x A∀ ∈ ，即 x 是 A 的 L-内点，故 xG δ∃ ∈ ，使得

xx G A∈ ⊂ 。因此， { }0 0
0

xx A x A
A x G A

∈ ∈
= ⊂ ⊂
 

。又因 0A A= ，故 0 xx A
A G δ

∈
= ∈


。 

2) 反证：若 LA 不是闭集，则由文献[15]定理 2.5，有 L LA A≠ ；但又由文献[15]定理 2.4 的(LC3)，有

L LA A= ，这就产生矛盾。所以， LA 必为闭集。 
3) 因为 LA 是 L-闭集并且 L LA A A A′⊂ =

，则 { } LF X A AF⊂ ⊂ 闭于 且 ；反过来，还需证明：

{ }L FA X A F⊂ ⊂ 闭于 且 ，即需证：任何包含 A 的 L-闭集 F，必有 LA F⊂ 。事实上，如果存在 L-闭集

F A⊃ ，但 LF A AA ′⊃ =/ 
，则 F A′⊃/ 。取 x A F′∈ − ，因为 ( )CF x∈ ，所以 { }( )\CF A x ≠ ∅ ，故

CF A ≠ ∅
。这与 A F⊂ 矛盾。即 { }L FA X A F⊂ ⊂ 闭于 且 ，从而 { }LA F X A F= ⊂ 闭于 且 。 

下面是关于子空间的一个结果： 
定理 2.3 设 A 为 X 的 L-子空间，B 为 A 的 L-子空间，则 B 为 X 的 L-子空间。 
证明：设δ 为 X 上的一个 L-半拓扑并且 B A X⊂ ⊂ ，我们只需证明 ( )A BB

δ δ= 。事实上 ( )A B
U δ∀ ∈ ，

AV δ∃ ∈ ，使得U V B=  。又对于
AV δ∈ ， W δ∃ ∈ ，使得V W A=  。从而 

( ) ( ) BU V B W A B W A B W B δ= = = = ∈     
。所以 ( )A BB

δ δ⊂ 。 

反过来，
BU δ∀ ∈ ， W δ∃ ∈ ，使得 ( )U W B W A B= =  

，即
AV W A δ∃ = ∈
使得U V B=  ，

即 ( )A B
U δ∈ 。从而 ( )B A B

δ δ⊂ 。因此 ( )( ) ( ), ,A BB
B Bδ δ= 是 ( ),X δ 的 L-子空间。 

作为这一节最后，我们用下面例子说明：点 x 的 L-邻域，未必一定是包含 x 的 L-开集： 
例 2.4 设 { } { } { }{ }, , , , , ,X a b c a b a Xδ= = ，容易验证：δ 是 X 上一个 L-半拓扑，且 { },U a c= 为点𝑎𝑎的

一个邻域，但 U 不是 L-半拓扑空间 ( ),X δ 中的 L-开集。 

3. L-半拓扑的比较 

定义 3.1 设 1 2,δ δ 是 Χ上的两个 L-半拓扑，如果 1 2δ δ⊂ ，则称 1δ 是比 2δ 更粗的 L-半拓扑，或称 2δ 是

比 1δ 更细的 L-半拓扑。 
定理 3.1 设 1 2,δ δ 是 Χ上的两个 L-半拓扑， ( )1 x 与 ( )2 x 分别为𝑥𝑥关于 1δ 与 2δ 的邻域系，则 1δ 是比

2δ 更粗的拓扑当且仅当 x X∀ ∈ ， ( )1U x∀ ∈ ， ( )2V x∃ ∈ 使得V U⊂ 。 
证明：(必要性) 设 1 2δ δ⊂ ， x X∀ ∈ ， ( )1U x∀ ∈ ， 1V δ∃ ∈ ，使 x V U∈ ⊂ ，因为 2x V δ∈ ∈ ，故

( )2V x∈ ，有V U⊂ 。 
(充分性) 1U δ∀ ∈ 若U ≠ ∅，则 x U∀ ∈ 有 ( )1U x∈ 。由已知， ( )2xV x∃ ∈ ，有 xV U⊂ 。因此

2xW δ∃ ∈ ，使得 x xx W V U∈ ⊂ ⊂ ，所以 2xx U
U W δ

∈
= ∈


，从而 1 2δ δ⊂ 。 

推论 3.2 设 1 2,δ δ 是 Χ上的两个 L-半拓扑，若 1 2δ δ⊂ ，
1δ

 和
2δ

 分别是关于 1δ 和 2δ 的全体闭集构成

的集族，则 1δ 是比 2δ 更粗的 L-半拓扑当且仅当
1 2δ δ⊂  。 
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证明：(必要性) 
1

F δ∀ ∈ ，有 1X F δ− ∈ ，因 1 2δ δ⊂ ，则 2X F δ− ∈ ，故 ( )
2

X X F F δ− − = ∈ ，从

而
1 2δ δ⊂  。 

(充分性) 对于 1G δ∀ ∈ ，有
1

X G δ− ∈ ，因
1 2δ δ⊂  ，则

2
X G δ− ∈ ，故 ( ) 2X X G G δ− − = ∈ ，因

此 1 2δ δ⊂ ，故 1δ 是比 2δ 更粗的 L-半拓扑。 

定理 3.3 设 1 2,δ δ 是 Χ 上的两个 L-半拓扑，若 1 2δ δ⊂ ，则 x X∀ ∈ ，有 ( ) ( )1 2x x⊂  。反之，结论

不成立。 
证明：1) 设 1 2δ δ⊂ ，对于 x X∀ ∈ ， ( )1U x∀ ∈ ， 1G δ∃ ∈ ，使得 x G U∈ ⊂ 。因为 1 2δ δ⊂ ，则 2G δ∈

并且 x G U∈ ⊂ ，故 ( )2U x∈ ，所以 ( ) ( )1 2x x⊂  。 

2) 反之，可取 { }1,2X = ， { } { }{ }1 , , 1 , 2Xδ = ∅ ， { } { }{ }2 , 1 , 2Xδ = ，则 1 2,δ δ 是 Χ上的两个 L-半拓扑，

由 L-半拓扑空间中邻域的定义有 ( ) { }{ }1 1 1 , X= ， ( ) { }{ }2 1 1 , X= ，故 ( ) ( )1 21 1⊂  又 ( ) { }{ }1 2 2 , X= ，

( ) { }{ }2 2 2 , X= ，故 ( ) ( )1 22 2⊂  ，因此 ( ) ( )1 2x x⊂  ，但是 1 2δ δ⊄ 。 

推论 3.4 设 1 2,δ δ 是 Χ 上的两个 L-半拓扑，若 1 2δ δ⊂ ，则 A X∀ ⊂ ，有
1 2

O OA Aδ δ⊂ 。反之，结论不成

立。 
证明：1) 

1

Ox Aδ∀ ∈ ， 1G δ∃ ∈ ，使得 x G A∈ ⊂ ，又 1 2δ δ⊂ ，因此 2G δ∃ ∈ ，使得 x G A∈ ⊂ ，则

2 1 2

O O Ox A A Aδ δ δ∈ ⇒ ⊂ 。 

2) 反之可取 { },X a b= ， { } { }{ }1 , ,a b Xδ = ， { }{ }2 ,a Xδ = ， { }A a= ，则 { }
1

OA aδ = ， { }
2

OA aδ = ，有

1 2

O OA Aδ δ⊂ ，但 1 2δ δ⊄ ，故反之结论不成立。 

推论 3.5 设 1 2,δ δ 是 Χ 上的两个 L-半拓扑，若 1 2δ δ⊂ ，则 A X∀ ⊂ ，有
2 1

A Aδ δ′ ′⊂ 。反之，结论不成

立。 
证明：1) 

2
x Aδ′∀ ∈ ，对于 ( )

2
U xδ∀ ∈ ，有 { }( )\U A x ≠ ∅ ，又 ( ) ( )

1 2
x xδ δ⊂  ，故 ( )

1
U xδ∀ ∈ ，

有 { }( )\U A x ≠ ∅ ，则
1

x Aδ′∈ ，因此
2 1

A Aδ δ′ ′⊂ 。 

2) 反之可取 { }, ,X a b c= ， { } { }{ }1 , , , , ,a b b c Xδ = ∅ ， { } { }{ }2 , , , ,a b b c Xδ = ， { },A a b= ，则 { }
1

,A a cδ′ = ，

{ }
2

,A a cδ′ = 显然有
2 1

A Aδ δ′ ′⊂ ，但 1 2δ δ⊄ ，故反之结论不成立。 

推论 3.6 设 1 2,δ δ 是 Χ 上的两个 L-半拓扑，若 1 2δ δ⊂ ，则 A X∀ ⊂ ，有
2 1

A Aδ δ⊂ 。反之，结论不成

立。 
证明：由推论 3.5 可知若 1 2δ δ⊂ ，则有

2 1
A Aδ δ′ ′⊂ ，又

2 2
A AAδ δ′=  ，

1 1
A AAδ δ′=  ，由此可得

2 1
A Aδ δ⊂ 。 

反之可取 { }, ,X a b c= ， { } { }{ }1 , , , , ,a b b c Xδ = ∅ ， { } { }{ }2 , , , ,a b b c Xδ = ， { },A a b= ，则 { }
2

, ,aA b cδ = ，

{ }
1

, ,aA b cδ = 显然有
2 1

A Aδ δ⊂ ，但 1 2δ δ⊄ ，故反之结论不成立。 

4. 关于 L-半拓扑基以及 L-半拓扑基的一些性质 

定义 4.1 设 ( ),X δ 是 L-半拓扑空间， δ⊂B ，如果 G δ∀ ∈ ，存在{ }/ ΛBλ λ ∈ ⊂B，使得G Bλλ∈Λ
=


，

则称𝔅𝔅为 L-半拓扑δ 的一个基，B为 Χ的一个 L-拓扑基。 
定理 4.1 设 ( ),X δ 是一个 L-半拓扑空间，B为 L-半拓扑δ 的一个基当且仅当 G δ∀ ∈ ， x G∀ ∈ ，

B∃ ∈B，使得 x B G∈ ⊂ 。 
证明 (必要性) 设B为δ 的一个基，即 G δ∀ ∈ ， x G∀ ∈ ， { }|Bλ λ∃ ∈Λ ⊂B，使得G Bλλ∈Λ

=


，

故 x G∀ ∈ ， B∃ ∈B，使得 x B G∈ ⊂ 。 
(充分性) G δ∀ ∈ ，因为 x G∀ ∈ ， xB∃ ∈B，使得 xx B G∈ ⊂ ，故 xG B

λ∈Λ
=


，由定义可知B为δ
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的一个基。 
在一般拓扑空间中有： 
定理 4.2 [11]设 ( ),X  是一个拓扑空间，B为  的一个基，则B满足下面两个条件：(B1) X=B ；

(B2) 1 2,B B∀ ∈B， 1 2x B B∀ ∈  ，必 B∃ ∈B，使得 1 2x B B B∈ ⊂  。 

这两条性质在一般拓扑空间中成立，但在 L-半拓扑空间中(B1)成立，(B2)不成立。 
在 L-半拓扑空间中，(B1)成立是不言而喻的。但是，(B2)是不成立的，下面举例子说明这个问题： 
取 { }1,2,3,4X = ， { } { } { } { }{ }, 1 , 1, 2 , 2,3 , 1, 2,3Xδ = ，则 { } { } { }{ }, 1 , 1, 2 , 2,3X=B ，存在 { }1 1, 2B = ， 

{ }2 2,3B = ， { }1 22 2B B∈ =
，即不存在 B∈B，使得 1 2x B B B∈ ⊂  ，故(B2)不成立。 

5. 小结 

本文首先引入 L-半拓扑的概念，然后讨论了 L-半拓扑空间的中点集理论、L-半拓扑子空间的性质、

L-半拓扑基的性质以及 L-半拓扑的比较，并且获得了一些相应的成果，从而，使 L-半拓扑的基本性质得

到推广。同时，也通过反例举出了在拓扑空间上成立而在 L-半拓扑空间中不成立的一些结果。 
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