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Abstract 

This paper mainly discusses how to numerically solve tridiagonal Toeplitz linear systems =Ax b  
efficiently. Since the coefficient matrix A has a special structure, we can design a direct algorithm 
to quickly solve =Ax b . We will apply the above algorithm to the calculation of practical examples 
and find that the calculation precision of some examples is not as high as that of computer's ma-
chine accuracy. In order to improve the precision of algorithm, this paper further carries out iter-
ative refinement to quickly solve the tridiagonal Toeplitz linear equations of =Ax b . Numerical 
experiments show that the computational accuracy of our algorithm can reach computer's ma-
chine accuracy by iterative refinement [1]. 
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摘  要 

本文主要讨论如何对三对角Toeplitz线性方程组 =Ax b 进行高精度数值求解。由于系数矩阵A这种比较

特殊的结构，使得我们可以设计出快速求解 =Ax b 的直接算法。我们将该算法应用到实际例子的计算过

程中，发现大部分例子计算效果显著，但部分例子的计算精度还不能达到计算机机器精度。针对这类达

不到计算机机器精度的例子，本文将在快速求解三对角Toeplitz线性方程组 =Ax b 的直接算法基础上，

进一步进行迭代精化，从而提高这类例子的计算精度。数值实验表明通过迭代精化，我们算法计算精度

可以达到计算机机器精度[1]。 
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1. 引言 

本文考虑迭代精化下求解三对角 Toeplitz 线性方程组 

,Ax b=                                         (1.1) 
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α γ
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γ
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=  
 
 
 

 

 

 

其中 ( )Tritoep , ,A β α γ= 为三对角 Toeplitz 矩阵。 
关于三对角 Toeplitz 线性方程组的求解方法主要分为两类：一类是直接法如高斯消元法、循环约简

法和特殊 LU 分解法[2] [3] [4]等等。另一类就是迭代法如古典迭代法(Smith 迭代法，ADI 迭代法[5] [6] [7] 
[8]等)和投影迭代法(Krylov 子空间法等)。在不考虑舍入误差的情况下，对于小型稀疏求解线性方程组的

问题，我们通常使用直接法求解。因为直接法可以通过改善置换策略，引入尽量少的填充，充分利用硬

件的性能设计算法。但当遇到大型稀疏求解线性方程组的问题时，直接解法计算量太大且数值不稳定，

而迭代解法数值稳定且易于并行计算，所以这时我们通常使用迭代法求解。 
Toeplitz 矩阵是一类特殊结构的矩阵，它在数学、科学计算和工程中有着广泛的应用，如信号处理中

的图像恢复存储问题、代数微分方程、时间序列和控制理论等。本文主要讨论如何对三对角 Toeplitz 线

性方程组 Ax b= 进行高精度数值求解。由于系数矩阵 A 这种比较特殊的结构，我们在前面一篇论文中已

经设计出快速求解 Ax b= 的直接算法。其系数矩阵主要是上次对角占优、下次对角占优、若对角占优。

具体情况如下： 
我们首先从系数矩阵为次对角占优情况开始考虑。 
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我们容易得到 Â CA= 并且具有如下 2 2× 的块结构 
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我们对 Â 作如下的 2 2× 的块 LU 分解 

11
T 1 T 1

11 11

ˆ .
1

I A
A − −

   
=    −   

p
w A w A p

                            (1.3) 

T 1
11
−−w A p是叫做 Â 的 Schur 补。 

同样地，要求问题(1.1)的解也就变成了求如下线性方程组的解 
ˆÂx b=                                          (1.4) 

其中 ( )T
2 3 1

ˆ , , , ,nb Cb b b b b= =  。对 x 和 b̂ 做如下格式的划分 

1 2

1

ˆ, .
n

x bx b
   

= =   
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用块 LU 分解法分解(1.3)，我们就可以通过求下面方程的解来获得方程(1.1)的解 
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                                 (1.6) 

为了获得
TT

1 nx =  x x 的解，我们首先求解如下方程中的 u和 v  

11

11 2

,
.

A
A

=
 =

u p
v b

                                       (1.7) 

通过如下算法，我们得到式(1.7)中方程组的解 u和 v ，具体算法如下： 
 

算法 1 向后代入法求解 11A z q=  

1：输入 , , , qβ α γ ； 

2：计算 1 1,α γα γ
β β

= = ； 

3：计算 1 1 2 1 1 1;n n nz z zα γ α− − −= = − ； 
4： 2, , 2i n= −

 

计算 1 1 1 1n i n i n iz z zα γ− − − − += − − ； 

5：输出 [ ]T

1 2 1, , , nz z z z −=  。 
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我们注意到，为了得到(1.6)的解 1x 和 nx ，我们需要解(1.7)中的两个线性方程组，其中 11A 是一个上三

对角矩阵。显然，向量 u和 v 可以通过向后代入法求解。此外，由于 11A 是对角占优的，计算出的向量 u和

v 都是稳定可靠的。 
基于以上分析，我们现在可以重新设计求解(1.1)的算法如下 
 

算法 2 一个求解三对角 Toeplitz 线性方程组 A =x b 的算法 

1：输入 2 1, , , , , ,bβ α γ w p b ； 

2：调用算法 1 去解 11A =u p ， 11 2A =v b 在(1.7)中定义； 

3：计算 nx 和 1x 根据(1.6)； 

4：输出
TT

1 nx=   x x 。 

 
算法 2 的稳定性取决于第三步的求解 ( )T T

1nx b= −w v w u 。如果 Tw u不是足够小，那么 nx 的就是相

当精确的。因此，我们可以得出结论，我们求解这类线性方程组的算法在数值上是稳定的，计算出的解

是可靠的，如果 A 是下次对角占优的并且 Tw u不是足够小。 
对于计算复杂度，我们的算法需要大约 12n (flops)的浮点运算，选主元的 LU 分解法需要 13n (flops)

浮点运算，我们的方法与选主元的 LU 分解法相比需要更少的浮点运算量。对于内存存储空间，我们的

算法只需要存储 2 个大小为 n 向量，少于选主元的 LU 分解法需要存储 5 个大小为 n 向量。特别是，我

们的算法需要较少的数据传输。在数据传输过程中它只需要读取 1 个向量即右边的向量并写入一个向量

(即方程的解)。但是选主元的 LU 分解法需要读取个向量。正如我们所知，现代计算机有多层的内存结构，

有不同的存储级别，如较小的高速缓存和较大的低速磁盘存储。在计算过程中，数据在不同级别的高速

缓存中传输。因此，较少数据传输的算法可能会显示出更好的计算性能。这使得该算法比选主元的 LU
分解方法更有效。 

现在，我们考虑上次对角占优的情况。设 J 为交换对角矩阵，在交叉对角上为 1 (从左下到右上)，其

他地方为 0，即 

0 0 0 1
0 0 1 0

,
0 1 0 0
1 0 0 0

J

 
 
 
 =
 
 
  





    





                                  (1.8) 

因为 A 是上次对角占优的， ( )Tritoep , ,A JAJ γ α β= = 是下次对角占优的。因此，我们可以将原来的线性

线性方程组(1.1)转化为以下新的线性方程组 

A = 

x b                                        (1.9) 

x Jx= ， J=b b 。因此，结合算法 2 得到下面的算法 3 用于求解方程(1.1)。 
 

算法 3 一个求解三对角 Toeplitz 线性方程组 A =x b 的算法 

1：输入 , , ,β α γ b ； 

2：调用算法 2 去得到方程(1.9)的解 x ； 

3：输出 J=x x 。 
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由于 J 是一个置换矩阵，因此算法 3 的稳定性、计算复杂度和内存存储都与算法 2 相同。 
最后，我们讨论了不可约对角占优的情形。已知，在这种情况下，A 是一个 H 矩阵，使用 LU 分解

法不需要选主元。显然，这种情况下 LU 分解法不会导致任何非零元素的填充，但需要更多的内存存储

空间。为了避免这个问题，我们采用以下方法： 
如果 β γ> ，那么我们选择算法 2 解方程(1.1)，如果 β γ< ，然后调用算法 3 解解方程(1.1)。我们把

以上情况总结，得到综合算法如下： 
 

算法 4 一个求解三对角 Toeplitz 线性方程组 A =x b 的算法 

1：输入 , , ,β α γ b  (若 β γ> )或 b  (若 β γ< )； 

2：调用算法 2 (若 β γ> )或调用算法 3 (若 β γ< )去求解方程(1.1)的解 x ； 

3：输出 x 。 

 
算法 4 的计算复杂度和内存存储与算法 2 或 3 基本相同。 
与选主元 LU 分解法相比，我们提出的三对角 Toeplitz 线性方程组快速直接算法(算法 4)具有以下优

点：不仅需要更少的计算时间和存储空间以及数据传输，而且具有更高的计算精度。我们将该算法应用

到实际例子的计算过程中，发现大部分例子计算效果显著，但部分例子的计算精度还不能达到计算机机

器精度。为解决这类问题，我们将在快速求解三对角 Toeplitz 线性方程组 Ax b= 的直接算法基础上进行

迭代精化(详情见算法 5)，从而减小我们的计算误差，提高解的精度。 

2. 迭代精化算法及收敛性分析 

求解(1.1)的精化迭代法的迭代格式[12]为： 
( ) ( ) ( )1k k kx x d+ = +                                      (2.1) 

( ) ( ) ( ) ( ),k k k kAd r r b Ax= = −                                  (2.2) 

其中 ( )0x 为初始迭代向量， 0,1,k = 。当 ( )kd 为(2.2)的精确解时，迭代格式(2.1)~(2.2)退化为单步迭代精

化。不难看出，该迭代格式可以提高解 ( )kx 的精度。另外，如果我们用高精度方法求解(2.2)，那么我们把

迭代格式(2.1)~(2.2)称为迭代精化。 
引理 2.1 [12]假设不考虑舍入误差，精确计算残差 ( )kr ， ( )kd 为(2.2)的精确解，则 ( )1kx + 为(1.1)的精确

解[9]。 
证明：由(2.2)式知 ( ) ( )k kAd r= ， ( ) ( )k kr b Ax= − ，从而 ( ) ( ) ( )1k k kAx Ax Ad b+ = + = 。这意味着 ( )1kx + 是(1.1)

的精确解，证毕。 
结合引理 2.1 与算法 4，我们得到迭代精化[10]的具体算法如下： 
 

算法 5 迭代精化求解三对角 Toeplitz 线性方程组 Ax b=  

1：输入迭代步数 10Iter = ，最大迭代步数 1000maxiter = ，

( ) ( )

( )

k k

k

r Ad

r
η

−
= ； 

2：用算法 4 求解线性方程组 Ax b= ，得到初始解 x，令 ( )0x x=  ( ( )0x 为初始迭代向量)； 

3：计算 ( ) ( )k kr b Ax= − ，用算法 4 解线性方程 ( ) ( )k kAd r= 得到 ( )kd ； 

4：更新 ( ) ( ) ( )1k k kx x d+ = + ， 1k k= + ； 
5：若满足 Iter maxiter≤ 且 1 15eη ≥ − ，转第 3 步；否则，转第 6 步； 

6：输出 ( )1kx +
，η 。 
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定理 2.1 [12] 假设 r 是双精度并且 ( ) 3

1 1
3 1

A c
n g

κ ε⋅ < ≡ <
+

，n 表示矩阵 A 的阶数，g 表示主元增长 

因子， ( ) 1A A Aκ −= ⋅ 。那么迭代精化收敛于： 

( )
1

1
.

ix A b
o

A b
ε

−

−

−
=                                   (2.3) 

定理 2.2 [12] 令 *x 为线性方程组(1.1)的精确解。对第 k 步迭代，用算法 5 求解(2.2)的初始迭代向量

均为 ( ) ( )0 0d x=  (其中 ( )0x 为用算法 4 求得的线性方程组(1.1)的解)，相应的迭代序列为 ( )kd ，且 ( )kd 满足终

止检验公式 
( ) ( )

( )

k k

k

r Ad

r
η ε

−
= <                                  (2.4) 

则迭代序列 ( )kx 满足 

( ) ( ) ( )1 * *k kx x A x xκ ε+ − ≤ −                              (2.5) 

特别地，当 ( ) 1Aκ ε < ，迭代序列 ( )kx 收敛到 ( )x ∗  [11]。 
证明：由(2.1)、(2.2)及(2.4)式知 

( ) ( )1 * * 1k k k k kx x x x d A Ad r+ −  − = − + = −                           (2.6) 

从而 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 * 1 1 1 *

* *

k kk k k

k k

x x A Ad r A r A A x x

A x x x x

ε ε

εκ

+ − − −− ≤ − ≤ ≤ −

= − < −
             (2.7) 

当 ( ) 1Aκ ε < 时，迭代序列 kx 收敛，证毕。 
针对算法 5，只要 1 15eε < − ，则 ( )1kx + 满足终止检验公式(2.4)，那么 ( )1kx + 就是满足计算机机器精度

的解[12]。 

3. 数值实验 

下面我们用一些例子证明我们算法的有效性。本文所有数值实验的电脑运行环境为：Intel(R) Core(TM) 
i3-2310M CPU @2.10 by Matlab 7.4.0.287 (R2014a)。分别用快速直接算法和加迭代精化的快速直接法分别

对三对角 Toeplitz 线性方程组进行求解。选取典型代表例子如下： 
例 1： ( )Tritoep 1 ,2, 1A c c= − − − + ； 
例 2： ( )Tritoep 1 ,2 , 1A c c= − − + − 。 
在例 1、例 2 中的矩阵 A 是由一维对流扩散方程离散差分得到的方程的系数矩阵。在所有例子中二

阶差分都采用中心差分格式。但在例 1 和例 2 中一阶差分分别使用中心差分格式和向后差分格式。在数

值实验中，我们计算了许多不同 n 和参数 c 的例子。我们可以得到共同的结论。接下来我们展示一些有代

表性的例子结果。在实验中，n 表示矩阵 A 的阶数，Iter 表示迭代次数，CPU 表示计算时间，右端向量 

A=b e ，R 表示计算相对残差，即(
A

R
−

=
b x

b
)，Fast algorithm 表示快速算法，Iter algorithm 表示对快 

速算法进行迭代精化。 
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数值结果表 1 是例 1 取 0.1c = 和 0.7c = 的两个例子，数值结果表 2 是例 2 取 0.1c = 和 0.2c = 的两个

例子。我们发现当我们用直接算法 1 计算三对角 Toeplitz 线性方程组 Ax b= 时，存在计算精度无法达到

机器精度的情况。但是通过我们进一步迭代精化，当迭代一定次数(本例 Iter = 10)时，我们的计算精度就

可以达到计算机机器精度。 
 
Table 1. ( )Tritoep 1 ,2, 1A c c= − − − +  

表 1. ( )Tritoep 1 ,2, 1A c c= − − − +  

( )0.1A c= =b e  ( )0.7A c= =b e  

n Fast algorithm Iter algorithm Fast algorithm Iter algorithm 

 CPU R CPU R CPU R CPU R 

219 2.155e−2 4.612e−13 4.906e−1 6.614e−16 2.381e−2 1.021e−13 3.987e−1 7.111e−16 

220 4.449e−2 6.523e−13 9.057e−1 9.353e−16 4.512e−2 1.444e−13 8.595e−1 9.944e−16 

221 9.401e−2 9.225e−13 1.827e+0 1.323e−16 9.031e−2 2.042e−13 1.551e+0 1.463e−16 

 

Table 2. ( )Tritoep 1 ,2 , 1A c c= − − + −  
表 2. ( )Tritoep 1 ,2 , 1A c c= − − + −  

( )0.1A c= =b e  ( )0.2A c= =b e  

n Fast algorithm Iter algorithm Fast algorithm Iter algorithm 

 CPU R CPU R CPU R CPU R 

219 2.113e−2 1.081e−12 4.298e−1 1.072e−16 2.237e−2 7.241e−13 4.285e−1 1.104e−16 

220 4.152e−2 1.439e−12 8.010e−1 1.797e−16 4.132e−2 1.024e−12 7.914e−1 1.561e−16 

221 8.451e−2 2.036e−12 1.550e+0 2.219e−16 8.942e−2 1.448e−12 1.539e+0 2.371e−16 

 
数值实验表明，当采用直接算法求解三对角 Toeplitz 线性方程组的时候，存在计算精度达不到计算

机机器精度的情况。但是通过我们的迭代精化算法，可以使三对角 Toeplitz 线性方程组的解都能够达到

计算机机器精度。 
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