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Abstract 
In the course of ordinary differential equations, finding integrating factor is a very difficult prob-
lem. In this paper, we will give a method to solve integrating factor or inverse integrating factor by 
invariant algebraic curves; the integrability of two differential systems is solved. 
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摘  要 

在常微分方程课程学习中，积分因子的求解是一个难点问题，本文利用不变代数曲线法求解积分因子与
逆积分因子，解决了两类微分方程的可积性问题。 
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1. 引言 

在常微分方程课程的学习中，求解积分因子问题一直是一个热点与难点问题。到目前为止，最常用

的办法有三种：1) 观察法；2) 分项组合法；3) 公式法等，参见[1]-[6]。但是，这三种方法都不能完全解

决积分因子的求解问题，且操作起来具有很大的难度，不易于思考。是否还有其他的办法求解积分因子

呢？本文利用代数不变曲线理论就这一问题进行一些探讨与总结。 

2. 不变代数曲线与积分因子 

定义 1 [1]：对于微分系统 
( )
( )

,

,

x P x y

y Q x y

=


=





                                       (1) 

如果实函数 ( ),V x y 满足 

( ) ( ) ( ), , ,V V P QP x y Q x y V x y
x y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

则称 ( ),V x y 是系统(1)的积分因子。如果 ( ),V x y 是系统的逆积分因子，则 ( )1 ,V x y 为系统(1)的逆积

分因子。特别的，如果 

( ) ( ), , 0V VP x y Q x y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

则称 ( ),V x y 是系统(1)的首次积分。 

事实上，系统(1)的等价形式
( )
( )

,d
d ,

Q x yy
x P x y
= 即为常微分方程课程中的恰当微分方程的形式，因此寻求 

恰当微分方程的积分因子就等价于寻找系统(1)的积分因子。考虑 n 次多项式系统： 

( ) ( )
0

d , , ,
d
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k n
k

x X x y x y
t

χ
=
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( ) ( )
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1878 年提出的达布定理已系统的研究了该系统的不变代数曲线解,并给出了利用有限多个不变代数

曲线解构造首次积分和积分因子的方法. 
定义 2 设 ( ),f x y 是 m 次的非常数多项式，如果存在一个有界函数 ( ),h x y ，使得 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

10

d , , , , ,
d n n
f f fx y x y h x y f x y
t x y

χ γ∂ ∂
= + =
∂ ∂

 

则称 0f = 为系统(2)的不变代数曲线，多项式 f 称为系统的代数积分，函数 h 称为 f 的余子式。 
1995 年，刘一戎等人将达布的结果进一步推广到了 f 不是多项式的情况。已有结论已经证明首次积

分和积分因子都是系统的不变代数曲线。 
定理 1 设 1 2, , , mf f f 是(2)的 m 个独立的不变代数曲线，满足 
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那么，对于任意一组非零的复数 1 2, , , mα α α ，函数 1 2
1 2

m
mf f f f αα α=  也是(2)的不变代数曲线，满足 

( )
( )1 1 2 2

2

d
d m m
f h h h f
t

α α α= + + +
 

我们从上面的定理知道 
定理 2 设 1 2, , , mf f f 是(2)的 m 个独立的不变代数曲线.若存在一组非零的复数 1 2, , , mα α α ，使得 

1 1 2 2 1 1 0.m mh h h hα α α α+ + + + =  

那么， 1 2
1 2

m
mf f f f αα α=  是(2)的首次积分。 

若存在一组非零的复数 1 2, , , mα α α ，使得 

1 1 2 2 1 1 .n n
m mh h h h

x y
χ γ

α α α α
∂ ∂ 

+ + + + = − + ∂ ∂ 
  

那么， 1 2
1 2

m
mf f f f αα α=  是(2)的积分因子。 

若存在一组非零的复数 1 2, , , mα α α ，使得 

1 1 2 2
n n

m mh h h
x y
χ γ

α α α
∂ ∂ 

+ + + = + ∂ ∂ 
  

那么， 1 2
1 2

m
mf f f f αα α=  是(2)的积分因子。 

求解积分因子的问题就转化为了寻找微分方程的不变代数曲线的过程，只要能够找到足够多的不变

代数曲线，就可以构造出其积分因子与首次积分。与已有的其他方法相比较，该方法更加直观且便于计

算机编程实现。 

3. 不变代数曲线法求积分因子 

本节我们以一个例子呈现运用不变代数曲线法求解积分因子的计算过程。 
例 1 

( )2
11 21

d 1 ,
d
x y a x a x
t
= + +                                 (3) 

( )2 2 3 2
11 21

d 4 2 2 1 2 ,
d
y xy a y x a xy
t

µ µ= + − + +  

解：设 ( ),f x y 为其一条不变代数曲线，则 
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则 
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           (4) 

在这里我们首先令 2m = ，由题意我们可以知道 3n = ，将 2m = , 3n = 代入得 
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                    (5) 

将(5)展开化简并将得到的等式两边对应项的系数进行比较，可以得到一个关于 ,kj kjc d 的线性代数方程组 
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解这个方程组，它遵循 f 和 h，解得 

00

10 11

01

20 21

02

11

1

0

0
0

c
c a
c
c a
c
c

=
 =
 =
 =
 =


=

                                        (6) 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.106072


李红伟 等 
 

 
DOI: 10.12677/pm.2020.106072 597 理论数学 
 

从而可以求得它的一条不变的代数曲线 
2

11 11 211 ,f a x a x= + +  

同理可求得当 4m = 时它的另一条不变代数曲线 

( )2 2 4 2
12 2 1 ,f y x y xµ µ= − + +  

由两条代数不变曲线的可以构造系统的逆积分因子 

1 11 12 .I f f=  

系统的相图如下图 1 所示： 
 

 
Figure 1. Phase diagram of system (3) 
图 1. 系统(3)的相图 
 

通过该例我们可以看出，运用不变代数曲线求解积分因子，只牵扯到多项式的运算，可以利用程序

方便的实现，其主要困难之处在于不变代数曲线的次数是不确定的。 
下列例题求解过程同上。 
例 2 

( )( )11 02 11 02
d 1 5 2 5 3 ,
d 25
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= + − + +  

(
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它有三条不变的代数曲线 
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其逆积分因子 
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1
2 21 22 23.I f f f−=  

例 3 

( )( )11 02 11 02
d 1 10 6 3 10 4 3 ,
d 100
x y a x b x a x b x
t
= + − + +  
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它有三条不变的代数曲线 
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其逆积分因子 
1
3

3 31 32 33.I f f f
−

=  

从次数较低的不变代数曲线开始，计算机程序实现过程： 
1) 定义函数 ( ) ( ), , ,f x y h x y ； 

2) 计算 ( ) ( )d , ,
d
f f x y h x y
t
− ； 

3) 取出上式的全部系数，令其为零，得到方程组； 
4) 求解方程组得到代数不变曲线； 
5) 如果没有该次数代数不变曲线，重复计算更高次的代数不变曲线。 
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