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摘  要 

如果图的自同构群Aut(Г)在图的弧集上是可传递的，则称图是对称的(或弧传递的)。设Г是一个连通图，

G ≤ Aut(Г)，如果G作用在VΓ上是拟本原或顶点二部拟本原的，则称Γ是G-基图。在本文中，我们将分类

阶为8p2的5度对称G-基图，其中p为奇素数。证明了自同构群在图的顶点集上拟本原时存在一个图。当

自同构群在图的顶点集上二部拟本原时，存在两个图。 
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Abstract 
A graph is symmetric (or arc-transitive) if its automorphism group Aut(Г) is transitive on the arc 
set of the graph. Let Г be a connected graph and G ≤ Aut(Г). Then Γ is called a G-basic graph, if G is 
quasiprimitive or bi-quasiprimitive on VΓ. In this paper, we give a classification of connected pen-
tavalent symmetric graphs of order 8p2, where p is an odd prime. It is proved that there is a graph 
of the automorphism group is quasiprimitive on the vertex set, while there are two graphs exist in 
the case of the automorphism group is biquasiprimitive on the vertex set. 
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1. 引言 

本文中研究的图都是有限的，连通的，无向的，无重边的，无自环的。此外，图是由顶点集和顶点

间的邻接关系构成的。对于一个图Γ，它的每条边都可以看作方向相反的两条弧。用 ( )V Γ ， ( )E Γ ， ( )A Γ ，

( )Aut Γ 分别表示图Γ的顶点集合，边集合，弧集合和图的全自同构群。如果 ( )Aut Γ 在 ( )V Γ ， ( )E Γ 或

( )A Γ 上的作用传递，则分别称图为点传递，边传递或弧传递。此外，弧传递图也称为对称图。设 1s ≥ 为

正整数， Γ为图，图 Γ的一个 s-弧是指图 Γ中的 1s + 个有序点列 ( )0 1, , , sα α α ，并且满足 1 1i iα α− +≠

( )1,2, , 1i s= − ，且 1να − 和 να ( )1,2, ,v s=  是邻接的。如果图Γ的自同构群 ( )Aut Γ 在Γ的 s-弧集上传递，

则称Γ是 ( ),G s -弧传递图；如果Γ是 ( ),G s -弧传递图，但不是 ( ), 1G s + -弧传递图，则称Γ为 ( ),G s -传递

图。特别地，0-弧传递就是点传递，1-弧传递就是弧传递(或对称)。 
代数图论作为图论的重要分支之一，其主要应用代数的方法来解决一些图论问题，它在计算机科学

技术的并行处理、编码等领域有着广泛的应用(参看文献[1] [2] [3])，因此，从理论上研究一些图的相关性

质及其分类等具有十分重要的意义。此外，在代数图论中，国内外的学者们对于阶数固定的对称图关注

颇多并且引起了它们很大的兴趣。在许多文献中，人们把大量的注意力放在描述一个阶数很小的素数幂

的边传递或弧传递图上。这是因为这些图不仅可以提供一些有趣图的丰富来源，而且(可能更重要的是)
刻画研究更大的传递图。例如：设 p，q 是两个不同的素数，在文献([4])中，Chao 分类了阶为 p 的对称图；

Cheng 和 Oxley 在([5])中分类了阶为 2p 的对称图；Wang 和 Xu 在文献([6])中确定了所有阶为 3p 的对称

图。之后，Praeger 等在([7] [8])中将这些结果推广到阶为 pq 的对称图。文献([9] [10] [11])分类了阶为 2p2

的 4 度图和 5 度图。此外，Feng 等在文献([12])确定了阶为 2pq 的 5 度对称图；在文献([13])中 Pan 等分

析了 2p2阶的 5 度对称图及其正规覆盖。 
一般情况下，我们研究对称图的一个典型的方法就是作正规商图，其定义如下：设Γ为 G-弧传递图，

且 G 有一个在VΓ上不传递的正规子群 N，定义图Γ的由 N 诱导出的正规商图(记为 NΓ )的顶点集为VΓ上

的所有轨道(记为 NVΓ )，且 NΓ 的两个顶点 , NB C V∈ Γ 邻接当且仅当 B 中的某个顶点与 C 中的某个顶点在

Γ中邻接。特别地，如果Γ和 NΓ 的度数相同，则称Γ为 NΓ 的正规覆盖。基于这个定义，我们研究对称

图一般需要研究分析对称图的基图及其正规覆盖。 

基图的分类不仅对分析对称图是一个基础，也是研究基图覆盖的重要手段。而且研究阶数为素数幂的小

倍数的对称图是代数图论中重要且热门的话题。因为这样的图不仅会提供丰富的有意义的图例，此外还可通

过研究其覆盖来研究更大阶数的图类中发挥重要作用。本文的主要是任务分析确定阶为 8p2的 5 度对称图。 
关于本文所使用的符号都是标准的，可参照([14] [15])。对于一个正整数 n，我们用 nZ 和 2nD 分别表

示 n 阶循环群和 2n 阶二面体群，用 12I 表示正二十面体群，用 36,5ς 表示 36 阶 G-弧传递 5 度图。为了方

便起见，有时我们会如 Atlas ([14])中那样用 n 和 pn分别表示 n 阶循环群和 pn阶初等交换群，用 [ ]n 表示

一个 n 阶群。对于两个群 N 和 H，用 N H× 表示 N 与 H 的直积，用 .N H 表示 N 被 H 的扩张，如果这个

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2020.1012141
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


杨婷婷，王蒙 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2020.1012141 1185 理论数学 
 

扩张是可裂的，则表示为 :N H 。此外，用 nK 表示 n 阶完全图， ,n nK 表示 2n 阶完全二部图， , 2n nK nK−

示在 ,n nK 中去掉一个完全匹配所得的图。 
定理 1.1 设Γ是连通的阶为 8p2的 5 度 G-弧传递图，其中G Aut≤ Γ，且 p 是奇素数，则下列表述

成立： 
1) 若 G 在VΓ上是顶点拟本原时，存在一个 72 阶的 5 度弧传递图 1

72ζ ，且 ( )1
72 6 2Aut Aζ ≅ ⋅ ； 

2) 若 G 在 VΓ 上是顶点二部拟本原时，存在两个 72 阶的 5 度弧传递图 2
72ζ 和 3

72ζ ，且

( ) ( ) ( )2 3
72 72 6 2Aut Aut Aut Sζ ζ≅ ≅ × ； 

定理 1.2 设Γ是 8p2阶连通的 ( ), 2G -弧传递 5 度图其中 p 为素数，Γ为 NΓ 的正规覆盖，且存在正

规子群 N，使得下述之一成立： 
1) 2N = ， 36,5N ςΓ = ； 
2) 2N p= ， 12N IΓ = ，其中 3p = ； 

2. 预备知识 

定义 2.1 设 G 传递作用在集合Ω上，如果 G 不是非本原群，即不存在非平凡块，则称 G 为Ω 上

的本原群。 

此外，本原群一定是传递群。 
下面的这个定义是关于拟本原置换群是本原置换群概念的推广。 
定义 2.2 设 G 是一个传递置换群，如果 G 的每个极小正规子群都是传递的，则称 G 是拟本原的；

如果 G 的每个极小正规子群至多有两个轨道且存在一个极小正规子群恰好有两个轨道，则称 G 是二部拟

本原的。 
定理 2.3 ([16])设 ( )G Sym≤ Ω 是拟本原置换群， ( )N soc G= ，α ∈Ω。则 G 只有 HA，AS，TW，

SD，CD，PA，HS 和 HC 八种类型： 
1) 如果 kN T≅ 是 G 的唯一极小正规子群，其中 T 为单群，此时分为以下六类： 
a) HA (仿射型)：如果 N 可交换，此时 T 为交换单群，从而 pT Z≅ ，于是 k

pN Z= ，因此 N 在Ω上正

则，于是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): : , : ,k k k k k
p p p p psymZ G N Z Z Aut Z Z GL k p AGL k pΩ≤ = = = 。 

b) 如果 N 是非交换群，此时，T 为非交换单群。则有下述情形成立： 
i) AS (几乎单型)：若 1k = ，则 N T= ，于是 ( ) ( ).T G Aut T T Out T≤ = 。 
ii) TW (扭圈积型)：若 kN T= 在Ω上正则，其中 2k ≥ ，则

kTΩ = 。 
iii) SD (单对角型)：若 kN T= 且T Tα ≅ ，其中 2k ≥ ，则

1kT −Ω = 。 
iv) CD (复合对角型)：若 kN T= 且 mT Tα ≅ ，其中 2k ≥ ， |m k ，则

k mT −Ω = 。 
v) PA (乘积作用型)：若 kN T= 且 mT Tα ≅/ ，其中 2k ≥ 。 
2) 如果 G 恰有两个极小正规子群 M，N，且 N L M≅ × ，则 kL M T≅ ≅ ，其中 T 为非交换单群。 
i) HS (全形单型)：若 1k = ，则 ( ) ( ) ( )2. .G N M Out T T Out T≤ × = 。 
ii) HC (复合全型)：若 2k ≥ ，则 ( ) ( ).G N M Out T≤ × 。 
在([17], 定理 1.1)和([18])中，5 度连通对称图的点稳定子群被独立确定出来，其中 nF 表示阶为 n 的

Frobenius 群，n 为正整数。 
定理 2.4 设Γ是一个连通的 5 度 ( ),G s -弧传递图，其中 ( )G Aut≤ Γ 且 5s ≤ 。若 v V∈ Γ，有 5s ≤ ，

且 9 2| 2 3 5vG ⋅ ⋅ ，则下列结论成立： 
1) 1s = ， 5vG ≅  ， 5D 或 10D 。 
2) 2s = ， 20vG F≅ ， 20 2F Z× ， 5A 或 5S 。 
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3) 3s = ， 20 4vG F≅ × ， 4 5A A× ， ( )4 5 2:A A×  或 4 5S S× 。 
4) 4s = ， ( )2,4vG ASL≅ ， ( )2,4AGL ， ( )2,4A LΣ ， ( )2,4A LΓ 。 
5) 5s = ， ( )6

2 : 2.4vG L≅ Γ 。 
定理 2.5 设Γ是一个素数度 G-弧传递图，且设 N G 在VΓ上有两个以上的轨道，其中G Aut≤ Γ。

则下列结论成立。 
1) N 在VΓ上半正则， NG N Aut≤ Γ ， NΓ 是G N -弧传递的，且Γ是 NΓ 的正规 N-覆盖； 
2) Γ是 ( ),G s -弧传递的当且仅当 NΓ 是 ( ),G N s -弧传递的，其中1 5s≤ ≤ 或 7s = ； 
3) ( )G G Nα δ≅ ，其中 Vα ∈ Γ， NVδ ∈ Γ 。 
对于正整数 n 和群 T，通常用 ( )Tπ 表示 T 的素因子集合， ( )Tπ 表示 T 中含有素因子的个数。如

果 ( )T nπ = 则称群 T 为 nK -群。当3 6n≤ ≤ 时， nK -单群在([19])和([20])中被确定出来。 

3. 定理 1.1 的证明 

在本章节中，我们先证明以下三个引理，以此来完成定理 1.1 的完整证明。 
引理 3.1 设 T 是一非交换的单群，满足 12 2 2| 2 3 5T p⋅ ⋅ ⋅ 且 25 |p T ，其中 p 为奇素数，则满足情况的

单群有 6A 和 ( )4,2PSU 。 
证明：因为 12 2 2| 2 3 5T p⋅ ⋅ ⋅ ，所以 ( )3 4Tπ≤ ≤ ，因此单群 T 满足([20]，定理 1)。如果 ( ) 3Tπ = ，

则 { }3,5p∈ ，因此 T 是一个{2,3,5}群。若 3p = ，则有 12 4| 2 3 5T ⋅ ⋅ ，由([20]，表 1)可知，T 同构于([20]，
表 1)中的八个群之一，即 5T A≅ ， 6A 或 ( )4,2PSU 。又 25 |p T ，则 ( )4,2T PSU≅ 或 6T A≅ 。当 5p = ，

我们有 12 2 3| 2 3 5T ⋅ ⋅ ，并且由 25 |p T 和([20]，表 1)可知，此时不存在群 T。 
如果 ( ) 4Tπ = ，有 12 2 2| 2 3 5T p⋅ ⋅ ⋅ ，且 5p > ，由此可知 

13 3 22 , 3 , 5T T T                                       (1) 

由([20]，定理 1)可知，T 满足([20]，表 2)或者 ( )2,T PSL q= 是一个含有 4 个素因子的群，其中 q 是

一个素数的方幂。现在考虑前一种情形，如果 T 满足([20]，表 2)，对于([20]，表 2)中的 31 个群，通过

检查每个群的阶可得，群 T 不存在。 
如果 ( )2,T PSL q= ，则 

( )( )1 1
2

q q q
T

+ −
=  

因此 

( )( ) 12 2 21 1
| 2 3 5

2
q q q

p
− +

⋅ ⋅ ⋅  

如果 ( )2,T PSL q≅ ，则由([20]，定理 3.2)可知：要么 q 是 2，3，5 或 7 的方幂，要么 11q ≥ 是一个

素数。对于后一种情形，有 

( ) ( )( )1 1
2,

2
q q q

PSL q
+ −

=  

此时， 2q p= ，矛盾。所以现在我们只考虑第一种情形，根据([20]，表 2)中的群，通过检查每个群

的阶可得，群 T 不存在。 
下面我们开始定理 1.1 的证明，主要是从 G 在VΓ上是拟本原和二部拟本原两种情形来分析，从而来

完成定理 1.1 的证明。 
引理 3.2 若 G 在VΓ上是拟本原的，存在一个 72 阶 5 度弧传递图图 1

72ζ ，且 ( )1
72 6 2Aut Aζ ≅ ⋅ 。 
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证明：设 N 是 G 的一个极小的正规子群，则 N 为同构单群的直积，即 1 2
d

dN T T T T= = × ×⋅⋅⋅× ，其中

( )1,2, ,iT T i d≅ =  是一个单群。因为 G 在VΓ上是拟本原，所以 N 在VΓ上传递。如果 N 是交换的，则 N
在VΓ半正则，从而 28dT N p= = ，矛盾，故 N 非交换。我们假设 2d ≥ 。由Γ的连通性以及1 N Gα α≠  ，

我们可知Γ是 N-弧传递的。此时，如果 1T 在VΓ传递，由([15]，定理 4.2)可知， 1T 的中心化子 ( )1NC T (即 2T )
是半正则的，与 2

2 8T p 矛盾。如果 1T 在VΓ上至少有三条轨道，则由定理 2.5 可知 1T 是半正则，矛盾。因

此 1T 在VΓ上恰好有两条轨道，分别为 U 和 W。又因为 1T G ，所以 U 和 W 则构成了一个 N-不变划分，换

句话说就是集合稳定子 UN 在N 中的指数为 2，进一步由 dN T= 中没有指数为 2 的子群可知，矛盾，故 N T= 。 
注意到Γ是T-弧传递，故Tα 满足定理2.4.于是我们可由T的传递性可知， 12 2 2| 2 3 5V T T pαΓ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ 。

又Γ是 T-弧传递，故 25 |p T ，即 T 满足引理 3.1。由 ( )3 4Tπ≤ ≤ ，再由引理 3.1 可知，我们只需考虑

( ) 3Tπ = 这种情形。 
假设 ( ) 3Tπ = ，则我们由引理 3.1可知，满足T和 p2的只有群 ( )4,2T PSU≅ 或 6A 。若 ( )4,2T PSU≅ ，

则 3 2/ 2 3 5 360T T Vα = Γ = ⋅ ⋅ = ，即 6T Aα ≅ ，利用 Magma ([21])计算可得，图不存在。若 6T A≅ ，则

/ 5T T Vα = Γ = ，由引理 2.4 可知， 5Tα ≅  ，由 Magma ([21])计算可得，存在图 72ς 。 
综上所述，G 在VΓ上是拟本原时存在图 1

72ζ 。 
引理 3.3 若 G 在 VΓ 上是二部拟本原的，存在两个 72 阶的 5 度弧传递图 2

72ζ 和 3
72ζ ，且

( ) ( ) ( )2 3
72 72 6 2Aut Aut Aut Sζ ζ≅ ≅ × 。 

证明：因为 G 在VΓ上是二部拟本原的，所以 G 存在极小正规子群 dN T= ，且在VΓ上恰好有 2 个

轨道，分别记作 1W 和 2W 。那么 1W 和 2W 是图Γ的两个部，因此Γ就是一个二部图。令
1 2w wG G G+ = = 从

而有 N G+≤ ，且 : 2G G+ = ，G Gα α
+= 。 

若 N 交换，则 N 在 1W 上正则的，从而 24dT N p= = ，不可能。因此 N 是非交换的。假设G+ 作用在 1W
和 2W 上是不忠实的，根据([22]，引理5.2)可知，Γ是一个完全二部图。又Γ是 5度图，则 5,5KΓ ≅ ，即 10VΓ = ，

与 28V pΓ = 矛盾，从而G+ 作用在 1W 和 2W 上是忠实的。由([23]，定理 1.5)可知G+ 在 iW 上是拟本原的或者

G+ 有两个正规子群 1V 和 2V ，使得 1 2V V≅ ，且在VΓ上半正则。进一步地， 1 2V V× 在 iW 上是正则的。 
对于后一种情形，我们有

2 2
1 4iV W p= = |，矛盾。 

下面我们考虑前一种情形，由定理 2.3 可知，G+ 是几乎单或乘积作用型。设 ( ) dN soc G T+= = 是G+

的基柱，其中 T 是非交换单群，且 1d ≥ 。 
若G+ 是几乎单，则 ( )soc G T+ = 。进一步，如果 T 不是 G 的唯一的极小正规子群，由于 2.G G+=  ，

那么我们就很容易的得到 2G G+= × ，于是 G 有正规子群 2 在VΓ上有 4p2个轨道，这与 G 在VΓ上是

二部拟本原的相矛盾。故 T 是 G 的唯一极小正规子群，即 G 是几乎单的，且其基柱 ( )soc G T= 。令 .G T o= ，

.G T o+ ′= ，其中 ( )2 o Out T≤ ≤ ，且 : 2o o′ = 。 
由于T Gα α ，于是由定理 2.4 可知， 9 2| 2 3 5Tα ⋅ ⋅ ，因此 1T W Tα= ⋅ 整除 12 2 22 3 5 p⋅ ⋅ ⋅ 。另一方面，

由于 1Tα ≠ ，我们有 25 |p T ，即 T 满足引理 3.1.由 ( )3 4Tπ≤ ≤ ，再由引理 3.1 可知，我们只需考虑

( ) 3Tπ = 这种情形。 
若 ( ) 3Tπ = 时，由引理3.1可知，满足T和 p2条件的群只有 ( )4,2T PSU≅ 或 6T A≅ 。若 ( )4,2T PSU≅ ，

则 4 22 3 5iT T Wα = = ⋅ ⋅ 。由 Atlas ([14])可知， ( )( ) 24, 2Out PSU =  ，所以有 2o =  ， 1o′ = ，且G T+ = ，

因此 ( )4,2G T PSU+ = = 。于是 4 2
1 2 3 5G G T T Wα α α

+= = = = ⋅ ⋅ ，此外，再由定理2.4可得 4 5G A Aα ≅ × 。

进一步，有 ( ) ( )2. 4, 2 . 4, 2G T O PSU PSU≅ = = 。于是我们利用 Magma ([21])计算可知，此时不存在图Γ。

若 6T A≅ ，则 2 5iT T Wα = = ⋅ 。由 Atlas ([14])可知， ( ) 2
6 2Out A =  ，所以 2o =  ， 1o′ = 或 2

2o =  ， 2o′ =  ，

故 6 2G A= ⋅ 或 2
6 2A ⋅ ，于是 1 2 5G G T T Wα α α

+= = = = ⋅ 或 22 5⋅ 。由定理 2.4 可知， 10G Dα ≅ 或

https://doi.org/10.12677/pm.2020.1012141
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20G Dα ≅ 。分别由 Magma ([21])计算可知，存在两个 72 阶的 5 度弧传递图 2
72ζ 和 3

72ζ ，且

( ) ( ) ( )2 3
72 72 6 2Aut Aut Aut Sζ ζ≅ ≅ × 。 

假设G+ 是乘积作用型的，则有 1 2
d

dN T T T T= = × × × ，其中 2d ≥ ， ( )1,2, ,iT T i d≅ =  是一个单

群。如果 1T 在 iW 上是传递的，我们由([15]定理 4.2)可知， 2T 是半正则的，因此 2| 4T p ，矛盾。从而 1T 在

1W 和 2W 上不传递，同样由([24]引理 3.2)可知， 1T 是半正则的，矛盾。 
综上所述，G 在VΓ上是二部拟本原时，存在两个 72 阶的 5 度弧传递图 2

72ζ 和 3
72ζ 。 

定理 1.1 的证明证毕。 

4. 定理 1.2 的证明 

在本节中，我们将利用定理 1.1 来分析关于定理 1.1 的一般研究的情形，以此来完成对定理 1.2 的证明。 
证明：设Γ是 8p2阶连通 ( ), 2G -弧传递 5 度图，其中 p 是奇素数，Γ是 NΓ 的正规覆盖。如果 G 在VΓ

上是拟本原或二部拟本原，则由引理 3.2 和引理 3.3 可知，G 在VΓ上是拟本原时存在图 1
72ζ ，G 在VΓ上

是二部拟本原时，存在两个 72 阶的 5 度弧传递图 2
72ζ 和 3

72ζ 。 
下设 G 在VΓ上既不是拟本原也不是二部拟本原，则 G 有一个极小正规子群 N，即存在 G 的非平凡

正规子群在VΓ上至少有三条轨道。设 G 为 G 在VΓ上至少有三个极小正规子群中的极大者。由定理 2.5
可知，N 在VΓ上半正则， ( )NG N Aut≤ Γ ， NΓ 是 ( ), 2G N -弧传递 5 度图。此时，由 N 的及大性，G N
在 NVΓ 上拟本原或二部拟本原。又因为 NV V NΓ = Γ ，所以 2| 8N p 。 

下面对 N 进行分析。 
1) 如果8 | N ，则 NV pΓ = 或 2p 。由于 p 为奇素数，且 NΓ 是奇数阶 5 度弧传递，从而与8 | N 矛盾。 
2) 如果 2 |p N ，则 8NVΓ = 。由([25]，定理 1)可知，不存在 8 阶 5 度对称图，所以 8NVΓ ≠ ，与

之矛盾。 
3) 如果 2N = ，则 24NV pΓ = 。由([26]，定理 1.1)可知， 36,5N ζΓ = ，且是唯一的 36 阶连通的 5 度

对称图。 
4) 如果 4N = ，则 22NV pΓ = 。由([27]，引理 1.5)知， ( ), ,N Cos H a bΓ = ，其中 5p q= = ，

[ ] [ ] [ ]( )5 5 5, , , 1 , , 1, ,H a b c a b c a c b c a b c= = = = = = = 是一个阶为 35 的超特殊 5-群， L a= ， R b= ，即

( ), ,N Cos H L RΓ = 是一个阶为 50 的连通的 5 度对称图。 
5) 如果 2N p= ，则 4NV pΓ = 。由([26]，引理 1.5)知， 12N IΓ = ，且 3p = 。 
6) 如果 4N p= ，则 2NV pΓ = 。由([27]，引理 1.5)， ( )2 ,5N CD pΓ = ，且 2 5:pAut D ZΓ ≅ ，其中 5 | 1p − 。

由于 ( )NG N Aut≤ Γ ，因此 2 5:pG N D Z= ，故 ( )2 5 2 5. : .2 . :p p pG N D Z Z D Z= = ，所以有 2
pG p= 。由 Sylow

定理可知，G 的 Sylow p-子群的个数 pn 满足 2 | 20pn p= ，因此 1pn = ，故 pG G ，这与之前讨论(2)的
情形相矛盾，证毕。 
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