
Pure Mathematics 理论数学, 2021, 11(3), 387-394 
Published Online March 2021 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2021.113051   

文章引用: 常霞. 基于推广类 W 态的纠缠目击构造[J]. 理论数学, 2021, 11(3): 387-394.  
DOI: 10.12677/pm.2021.113051 

 
 

基于推广类W态的纠缠目击构造 

常  霞 

华南理工大学数学学院，广东 广州 
 

 
收稿日期：2021年2月20日；录用日期：2021年3月22日；发布日期：2021年3月31日 

 
 

 
摘  要 

在量子信息理论中，纠缠的判断是一个重要而棘手的问题，尤其对于高维空间中纠缠态的判断，至今仍

然没有一个可操作性强的通用方法。在众多纠缠判断的方法中，纠缠目击因其形式简单且可操作性强而

被广泛研究，本文对一类纠缠目击进行了研究，通过改变集合Dk来构造出适用于不同可分类型的纠缠目

击，在一定范围下，本文给出的纠缠目击能够判断更多的纠缠态。 
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Abstract 
In quantum information theory, the detection of entanglement is an important and tricky problem, 
especially for the detection of entangled states in high dimensional space, there is still no general 
method with strong operability. In many entanglement detective methods, entanglement witness 
because of its simple form and maneuverability has been widely studied, in this paper, a class of 
entanglement witness is studied, by changing the set Dk to construct entanglement witness which 
is suitable for different types of entanglement, to show that under a certain range, the entangle-
ment of the witness presented in this paper can detect more entangled states. 
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1. 引言 

量子纠缠是量子力学中特有的现象，纠缠为量子信息处理提供了必要的资源，因此，如何检测纠缠

态以及如何量化纠缠也就成为重要的问题。至今为止，判断任意给定量子态是纠缠态或可分态，仍然没

有很好的解决办法。 

这一难题推动了许多关于量子态可分准则的新发现[1]。然而，许多可分准则[2]是在量子态层析基础

上重建量子态，这对于高维或多体量子态在物理装置上的配备是不切实际的。已知在低维两体希尔伯特

空间中，对于 2 2,2 3× × 两体中的量子态，PPT 判据是可分的充要条件[3]。但对于高维多体的量子态来说，

并没有一个通用的判据可以区分纠缠和可分的量子态。 
近年来，许多学者致力于研究判断纠缠的充分条件，其中一个简便的判断方法就是纠缠目击

(Entanglement Witness) [3]。纠缠目击是一个厄米算子，它对于所有可分态的均值都是非负的，且至少对

于一个纠缠态它的均值是负的。对于任意一个纠缠态至少都存在一个纠缠目击可以把它与其他可分态区

分开来[3]。过去几十年间有许多关于纠缠目击检测量子态的新进展，包括纠缠目击的优化[4]，非线性的

纠缠目击的提出[5]，精细纠缠目击(ultrafine entanglement witness) [6]及其相关的改进[7]。 
在此文中，我们通过类 w 态构造了一类纠缠目击。由于 w 态具有良好的对称性，通过对类 w 态施密

特分解得到任意两体间观察量在可分态集合下的上确界，从而构造了一系列在不同划分下可分集合的纠

缠目击。同时[8]中的情况是本文的特殊情况，针对一类态本文所构建的纠缠目击有效提高了其检测范围。 

2. 基本知识 

2.1. 概念与符号 

根据量子力学的算符假设，量子态可由 Hilbert 空间 H 中的厄米算符表示。本文用 ,ρ σ 表示量子态的

密度算子。量子态属于 Hilbert 空间 H， 1 2 ndd dH C C C= ⊗ ⊗ ⊗ ， id 表示第 i 个子空间的维数， 
,1id i n< +∞ ≤ ≤ 。一个N体量子态 Hσ ∈ 是完全可分的当且仅当它可以表示成 1 2

i i i
i n

i
pσ σ σ σ= ⊗ ⊗ ⊗∑  ；

完全可分态集合记为 S， 1 2| i i i
i n

i
S pσ σ σ σ σ = = ⊗ ⊗ ⊗ 

 
∑  ；若量子态σ 不能分解为上述形式，我们就 

称σ 为纠缠态。 
一个 N 体量子态 ρ 是 k-二体可分的，当且仅当存在{ }1 2, , , nm m m 是{ }1,2, , n 的一个置换，它可以 

表示成
1 2 1 2k k k n

i i
i m m m m m m

i
pρ ρ ρ

+ +
= ⊗∑

 

，其中
1 2 km m mρ



，
1 2k km m mnρ
+ + 

分别是子系统 { }1 2, , , km m m 和 

{ }1 2, , ,k k nm m m+ +  的密度矩阵，若 ρ 不能分解为上述形式，我们就称 ρ 存在 k -二体纠缠。

( ) ( ){ }1 2 1 2, , , : , , ,k k k k nP m m m m m m+ +=   称为一个 k-二体划分。从 N 体中选择 k 个子系统和剩余(N−k)个子 
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系统区分开共有 k
NC 种不同的选取方式。N 体希尔伯特空间 H 共有 1 2 2

N

N N NC C C
 
  

 
 + + +
 
 

 种 k-二体划分，

2
N 

  
表示对

2
N

向下取整。k-二体可分态集合记为 kD ，
1 2 1 2, , , , , ,|

k k k n

i i
k m m m m m m

i
D σ σ σ σ

+ +

 = = ⊗ 
 

∑
 

。 

2.2. 纠缠目击 

对量子态进行纠缠的判定中，有一类基本的判别工具：纠缠目击判据(Entanglement Witness)，简写为

EW。它的定义如下，厄米算子 W 是一个 EW 当且仅当下列两个条件满足： 
(1) 对于任意的完全可分态 Sσ ∈ ，满足 ( ) 0tr Wσ ≥ ； 
(2) 至少存在一个 ρ 是纠缠态，满足 ( ) 0tr W ρ < 。 
几类常见的纠缠目击形式如下： 

dW gI ϕ ϕ= − ；
2

sup
S

g
φ

φ ϕ
∈

= ； ϕ 是一个纠缠态。 

BTW φ φ= ，其中 φ 是 BTρ 谱分解后负特征值所对应的特征向量， ρ 是纠缠态， BT 表示对系统 B
转置。 

3. 纠缠目击的构造 

在本文第一种形式的 EW 中，当 ( )1 100 010 001
3

wϕ = = + + 时，我们把这一类纠缠目击的形 

式由 3 体推广到 N 体希尔伯特空间 2 2 2C C C⊗ ⊗ ⊗ 中。 

考虑 1 210 0 010 0 00 1nϕ ψ λ λ λ= = + + +    ，其中 i Cλ ∈ ，
2

1
1

n

i
i

λ
=

=∑ 。取定二体划分 kP ，

1
2
nk  ≤ ≤   

，二体划分 kP 与集合 kD 对应，同时也与 kg 对应，即
2

sup
k

k
D

g
φ

φ ψ
∈

= ，由完全可分集合 S 变 

为 k-两体可分的集合 kD 。若存在 ρ 使得 ( ) 0tr W ρ < ，则 kDρ ∉ ，因此可以判定 ρ 存在 k-二体纠缠。 
我们将 1 210 0 010 0 00 1nψ λ λ λ= + + +    称为推广的类 W 态，由于它具有良好的对称性，

大大简便了 kg 的计算。为了计算 kg ，我们要对 N 体 K 划分做一个更为详细的描述。 

1 210 0 0 0 01 0 0 0 00 1 0 0 00 0 0 1k n
kk k k

ψ λ λ λ λ= ⊗ + ⊗ + + ⊗ + + ⊗         

  

将 ψ 看做

前 k 体与后(n−k)体的二体态， ,
,

A B

k
i j A B

i j
i jψ α= ∑ ，其中 Ai 是前 k 体子系统中的一组基， Bj 是后 

(n−k)体子系统的一组基， ,A B

k
i jα 的系数矩阵有如下形式。 

记 [ ] ,, A BA B

k k
i ji jX α= ，有： 

( ) ( )1 1

2 1

,
2

1 2 1 2 1

0
0 0

0 0 0 0

A B

k n k

n k k

k

k
i jX

λ λ λ
λ

λ

λ − − −

+ +

+ × +

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 

  

     

    

     



 

我们省略了 0 元素，当1 i k≤ ≤ 时， iλ 位于矩阵中 ( )2 1,1k i− + 的位置；当 1k i n+ ≤ ≤ 时， iλ 位于矩阵
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中 ( )1,2 1n i− + 的位置。 

( )

( ) ( )1 1

2

1
2 * *

2 1

, ,
2* *

2 2 2 1

2* *
1 1 2 1 2 1 2 1

0 0

0

0

A B A B

k k

n

i
i k

k k k

k k
i j i j

k

k

X X

λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ − −

= +

+

+ × +

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
  

∑   

 

     

  

     

 

 

( ), ,A B A B

k k
i j i jX X

+
是半正定算子，且其秩为 2 (其中 1 2, , , kλ λ λ 不全为 0，否则这样的划分没有意义)，又 

因为 ( ){ }, , 1
A B A B

k k
i j i jtr X X

+
= ，因此它的特征值为

2

1

n

i
i k

λ
= +
∑ ，

2

1
1

n

i
i k

λ
= +

− ∑ ，其余都为 0。 

定理 1： ( )( )2
max , ,sup

A B A B
k

k k
k i j i j

D
g X X

φ
φ ψ λ

+

∈
= = 。 

参考[9]中附录，证明如下： 
φ 作为 k-二体可分态存在如下的分解，

,
m n k

m n
a m b n Dφ = ⊗ ∈∑ ， ,m n 分别是 kH 和 n kH − 中的 

一组正交基，其中 kH 与 ψ 前 k 体划分的子系统相同， n kH − 与 ψ 后(n−k)体划分的子系统相同。 

( )
2

22 * *
, ,

,, ,
sup max max

A B A B
k k n kk

k k
k m n i j i jD a H b HD m n i j

g a b mn X ij a X b
φφ

φ ψ
−∈ ∈ ∈∈

= = =∑ ∑ 







 
任意 m n× 矩阵 X 都存在奇异值，且等于 XX +的特征值的非负平方根。 

因此有 ( ) ( )( )2 2 2
, max , ,

, 1 1
max max ,

A B A B A B
k n k

k n
k k k

k i j i j i j i i
a H b H i i k

g a X b X Xλ λ λ
−

+

∈ ∈ = = +

 = = =  
 
∑ ∑





  

我们利用 kg 值来构造检测任意 kP 两体划分下的纠缠目击： 

{ } { }1 1 1 11 2 3

2 21
: , max ,1

n k d k k kk k k kW g I gψ ψ λ λ= − = −


； 

{ } 2 21 2 3

2 2 22
:

1 3
, max ,

i in

n

k d k k kk k k k
i i

W g I gψ ψ λ λ
= =

 = − =  
 
∑ ∑



； 

  

{ }1 2 1 2

2 2

:
1 1

, max ,
m m i im m m n

m n
m

k d k k kk k k k k k
i i m

W g I gψ ψ λ λ
+ +

= = +

 = − =  
 
∑ ∑

 

 
其中{ }1 2 nk k k 是{ }123 n 的任意一个置换。 

这一结果与我们选取的推广类 W 态较好的形式有着紧密的联系。我们可以利用这样构造的纠缠目击

去判断 N 体量子态 ρ 任意两体间的纠缠情况。例如想要知道 N 体(qubit)系统 ρ 中第 8 个子系统与其他子

系统间的纠缠情况 ( )8N ≥ ，我们只需计算参数方程 ( ) { }1 2 8:12 798
, , , 0n nf gλ λ λ ψ ρ ψ= − >

 

 是否有解。

若有解，则 ρ 的第 8 个子系统与其他子系统存在纠缠。 

4. 一类带白噪声态的纠缠判断的优化 

最简单的一种情况(均分参数)： 1 2
1

n n
λ λ λ= = = = 。
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容易计算得到： 

{ } { } { }1:23 2:134 :12 1
1

n n n n
ng g g

n−

−
= = = =

  

  

{ } { } { }1 2 3 4 1 3 2 4 1 1 2 2: : :
2

n n n n nk k k k k k k k k k k k k k k
ng g g

n− −

−
= = = =

  

  

  

{ } { }1 2 1 212 ; 1 : ,1
2i i k ni i n k k k k k k

n i ng g i
n+ ++

−  = = ≤ ≤      

 

若 ,1
2
ni Z i  ∀ ∈ ≤ ≤   

， ( )1 2, , , 0n i
f λ λ λ > 都有解，则被检测态 ρ 是真纠缠态。若部分有解，说明存 

在对应的 k-二体纠缠。 

针 对 某 一 类 特 殊 形 式 的 量 子 态 ： 2 2 2 21
2w w dn

pp I C C C Cρ ψ ψ −
= + ∈ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ， 其 中

( )1 10 0 010 0 0 01w n
ψ = + + +    ，讨论如何选取{ }1 2, , , nλ λ λ 这一组参数使得所构造的纠缠

目击在何时会比均分参数情况下的纠缠目击判断的纠缠范围更大，这意味着 p 的取值范围更大。 
在均分参数下我们所能判断的相应 k-二体纠缠态需满足： 

2 1
2 1

n
k

n

g
p

⋅ −
>

−                                      (1) 

其中 kg 是均值参数下 k-二体划分 kP 下的上确界。 
在参数不定的情况下我们能判断的纠缠态需满足： 

2 1
2 1

n
k

n

g
p

F
′⋅ −

>
⋅ −

                                     (2) 

其中 ( ) 2
, w wF F ψ ψ ψ ψ= = ，是 ψ 和 wψ 的保真度， kg ′是参数 1 2, , , nλ λ λ 确定下 k-二体划分 kP 的

上确界。 
为使 p 尽量小以检测到更多纠缠态，我们希望 F 尽量接近于 1，而 kg ′尽量小。 

( )2
1 2 nF

n
λ λ λ+ + +

=


 

2 2

1 1
max ,1

i i

k k

k k k
i i

g λ λ
= =

 = − 
 
∑ ∑ ，令

2

1
i

k

k
i

x λ
=

= ∑ ，则 { },1kg x x= − ，为使得 F 尽量大，
ikλ 都应为实数。 

( ) ( )

( )
1 2

2 2 2

2 2

1 2 1

11
2

n i i i j
i i i i

i j
i j

k k k k k k k
k k k k

k k
k k

n

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ

< <

≠

+ + + = + ≤ + +

= + + =

∑ ∑

∑



， 

当且仅当
1 2 nk k k

n
n

λ λ λ= = = = 取等号，因此在 2

1
i

k

k
i

x λ
=

= ∑ 的情况下，当 

( ) ( )1 2 1 21 2
1,

k nk kk k k nk k
x x
k n k

λ λ λ λ λ λ
+ ++ +

−
= = = = = = = =

−
  ，使得 F 达到最大值。因此 p 关于 x 的函数： 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 , 0
22 2 1 1

2
1

12 , 1
22 2 1 1

2

n

n

n

n

x
x

k n x k n k x x n k
np x
x

x
k n x k n k x x n k

n

 − −
< ≤

− + − − + −
−= 

 −
 ≤ < − + − − + − −

 

经分析得该分段函数在
1
2

x = 处取得最小值。 

( ) ( ) ( )1 2 1 21 2
1 1,

2 2k nk kk k k nk kk n k
λ λ λ λ λ λ

+ ++ += = = = = = = =
−

  ， 这 样 选 取 的 纠 缠 目 击

1
2 dW I ϕ ϕ= − ，



1

1 10 0 010 0 0 010 0
2 kk

ϕ
−

 
= + + 

 
    

 
( )    

1 2 1

1 0 010 0 0 010 0 0 010 0 0 01
2 k k k nn k + + −

 
+ + + + + −  

        能检测到最多的形如 

2 2 2 21
2w w dn

pp I C C C Cρ ψ ψ −
= + ∈ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ 的量子态。其中能检测到相应二体纠缠的范围是

( )1

2

1 1
2 2

1 1
2 2

n

n

p
k n k

n

−
=

−
+ −

。(1) 所表示的 2

11
2

11
2

n

n

k
np

− −
=

−
，下图 1 为 1 2p p− 的平面示意图： 

 

 

Figure 1. Majorizing region (n, k) integral point 
图 1. 优化区域(n, k)整数点 

 

图中有颜色的区域就是所有优化区域点，颜色代表值在右侧颜色栏中已经给出，颜色代表值即为优

化概率 P 的范围缩小值，颜色越偏蓝色说明优化效果越好。 

下面给出一些含参变量的多体量子态 ρ，讨论存在相应纠缠的参数范围，从而得到了这些量子态纠

缠的充分条件。 
例 1： 

对于 ( ) 2 2 21w wp p GHZ GHZ C C Cρ ψ ψ= + − ∈ ⊗ ⊗ ，其中 ( )1 100 010 001
3wψ = + + ，
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( )1 000 111
2

GHZ = + ，若使用 0
2
3 d w wW I ψ ψ= − 检测，则当

2
3

p > 时，能判定 ρ 存在{ } { }1 , 2,3 ，

{ } { }2 , 1,3 ， { } { }3 , 1,2 的 部 分 纠 缠 且 是 真 纠 缠 。 而 使 用 本 文 构 造 的 1 1 1

1
2 dW I ψ ψ= − ，

1

1 1 1100 010 001
2 2 2

ψ = + + 。其中 { }1 2 3
1 1 1, , , ,
2 2 2

λ λ λ
  =  
  

，则当 0.5148p > 即能被检测出 ρ 有 

{ } { }1 , 2,3 之间纠缠，同理，构造 2 3,W W 最终得到 0.5148p > 时，ρ 存在相应的部分纠缠，则当 0.5148p >

时能判定 ρ 是真纠缠，改进了其纠缠判定范围。 

例 2： 

2 2 21
8w w d

pP I C C Cρ ψ ψ −
= + ∈ ⊗ ⊗ ，若使用 0

2
3 d w wW I ψ ψ= − 检测，能判定

13 0.6191
21

p > ≈

时， ρ 存在{ } { }1 , 2,3 ，{ } { }2 , 1,3 ，{ } { }3 , 1,2 的部分纠缠且真纠缠。使用本文构造的 1 1 1

1
2 dW I ψ ψ= − ，

1

1 1 1100 010 001
2 2 2

ψ = + + ，当 0.4431p > 即可判定 ρ 存在构造{ } { }1 , 2,3 部分纠缠。同理构造 2 3,W W  

最终得到 0.4431p > 时存在相应的部分纠缠。则 0.4431p > 时能判定 ρ 是真纠缠，因此本文方法改进了这

一类态的纠缠判定范围。 
例 3： 

2 2 2 21
16w w d

pP I C C C Cρ ψ ψ −
= + ∈ ⊗ ⊗ ⊗ ，

1 ( 1000 0100 0010 0001
4wψ = + + + ， 使 用

0
3
4 d w wW I ψ ψ= − 检测，能判定

11 0.7334
15

ρ > ≈ 时，ρ 存在{ } { }1 , 2,3,4 ，{ } { }2 , 1,3,4 ，{ } { }3 , 1,2,4 的部

分纠缠。使用本文构造的 1 1 1

1
2 dW I ψ ψ= − ，{ }1 2 3 4

1 1 1 1, , , , , ,
2 6 6 6

λ λ λ λ
  =  
  

，则当 0.5026p > 时存 

在{ } { }1 , 2,3,4 的部分纠缠。同理构造 2 3,W W 最终得到 0.5026p > 时存在相应的部分纠缠，改进了其部分纠

缠判定范围。 
例 4： 

1 1 12 2 2 2
1 1 1

1
2 n n n n

n n n
i y i z i
x i y i zn

i i i
I t I t I t Iρ σ σ σ− − −

= = =

 = + ⊗ + ⊗ + ⊗ 
 

∑ ∑ ∑ ， , ,i i i
x y zσ σ σ 分别表示在 N 体系统中第 i 个 

位置放置 , ,x y zσ σ σ 的 pauli 算子，且满足 ( )22
x

n
i

i xt tr Iσ ρσ −= ⊗ 。 

( )

* * *
1 2 1

2

2

1

10 0 010 0 00 01 10 0

010 0 0 01

1 1 2
2

z

n

n

n

i in
i

tσ

ψ ρ ψ λ λ λ ρ λ

λ λ

λ
=

= + + +

+ + +

= + −∑

    

  

 

( )2

1

1 1 2
2

z
m

n

i i kn
i

t gσλ
=

+ − >∑ ，其中
2 2

1 1
max ,

m i i

m n

k k k
i i m

g λ λ
= = +

 =  
 
∑ ∑ 。 

运用我们构造的一系列纠缠目击只需验证上述不等式是否有解，若某些不等式有解，则即可说明给

定的这个目标态是纠缠的以及存在相应的纠缠分布。 

5. 总结 

本文运用一类特殊的纯态——推广 N 体类 W 态去构造纠缠目击，得到了对于不同划分的集合中不同
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的 g 值。通过检测一类带白噪声的目标态，我们构造的纠缠目击的检测的纠缠态范围更多；对于其他特

殊形式的目标态，我们给出了一系列不等式。违反这些不等式中的一个或多个可以说明目标态的纠缠情

况。 
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