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摘  要 

本文主要探讨边界控制下耦合时空网络的固定时间同步问题。首先提出了一类带有状态耦合和空间扩散

耦合的时空网络模型，且该模型满足混合边界条件。其次，通过设计不包含线性反馈项的边界控制器，

利用一些不等式技巧和Lyapunov稳定性理论，建立了耦合时空网络的固定时间同步准则。最后，通过一

个模拟算例验证了所得结果的正确性。 
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Abstract 
In this paper, the fixed-time synchronization of coupled spatio-temporal network is concerned via 
boundary control. Firstly, a type of coupled spatio-temporal networks with mixed boundary con-
ditions is introduced, in which the coupling term is composed of state coupling and spatial diffu-
sion coupling. Secondly, by designing a boundary controller without a linear feedback term, some 
inequality techniques and Lyapunov theory are utilized, verifiable criteria are established to as-
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certain the fixed-time synchronization of coupled spatio-temporal networks. Finally, the effec-
tiveness of the derived results is supported by an example with a numerical example. 
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1. 引言 

时空复杂网络模型是一种既依赖于时间又依赖于空间的复杂网络模型，该模型可以精确描述自然界

中许多复杂的扩散现象，例如化学反应中物质浓度的变化[1]，入侵物种在生态种群中的扩张现象[2]。此

外，空间扩散也经常发生在复杂系统中。一个典型的例子是：神经网络中的电子在非均匀电磁场中运动

时，空间扩散是不可避免的。同步现象在我们日常生活中普遍存在，比如钟摆的同步摆动，一群萤火虫

同步发光等等。在 20 世纪 90 年代初，这一概念被 Pecora 和 Carrol 引入到混沌系统中[3]。在接下来的几

十年里，复杂网络的同步控制由于其在生物工程[4]、加密通信[5]等方面的成功应用引起了来自不同学科

领域的广泛关注。鉴于这些事实，考虑时空复杂网络的同步是合理且具有现实意义的。 
边界控制是时空复杂网络同步控制中一种经典的控制手段，它只对位于空间边界上的节点施加控制

而不是整个空间域上的所有节点，这在空间维度上有效地节省了控制成本。近年来，基于边界控制的时

空复杂网络同步问题的研究已取得了初步进展。例如，学者们利用反推方法，通过边界控制研究了一类

满足 Dirichlet 边界条件的耦合时空系统的同步问题[6]。而在文献[7]和[8]中，利用 Lyapunov 方法，讨论

了边界控制下一类满足 Neumann 边界条件的耦合时空网络的同步问题。特别地，在文献[7]中，设计了线

性状态反馈边界控制器，与之不同的是文献[8]设计了带有边界测量的状态反馈控制器。注意到这些理论

工作中不可避免地运用到了变量变换方法，并依此建立起了基于高维线性矩阵不等式的同步判据，这在

实践中是难以实施和验证的。此外，上述研究工作中的模型只涉及状态耦合。而在现实世界中，由于个

体的不同扩散可能会导致其他个体的不同变化，例如，入侵物种的存在可能导致捕食–猎物系统中某一

物种的种群流动，这种现象可以通过带有空间扩散耦合的时空网络来描述。目前，基于边界控制研究具

有空间扩散耦合的时空网络同步仍然是一个开放性的课题，且在分析过程中避免变量变换从而建立简单

易于验证的同步判据也是一项具有挑战性的工作。 
需要注意的是，上述结果主要集中研究时空网络的渐近或指数同步问题，即只有当时间接近无穷

大时才能实现同步，这在实际工程应用中是不合理，特别是对于寿命有限的生物和设备来说并不现实。

为了加快网络的收敛速度，文献[9]中提出了有限时间同步的概念。近年来，由于有限时间同步在抗干

扰[10]和鲁棒性[11]方面表现出良好的性能，因此众多学者将目光由时空网络的渐近同步转向有限时间

同步。文献[12]中设计了包含线性反馈项和非线性反馈项的边界控制器，并通过构造 Lyapunov 函数，

分析并证明了在所设计的控制器下，网络可以实现有限时间同步。在[13]中研究了边界控制下反应扩散

系统的有限时间镇定问题。特别值得注意的是，他们的工作中反应扩散系统满足由 Dirichlet 边界条件

和 Neumann 边界条件组成的混合边界条件，这一前提条件大大降低了理论分析的复杂性。遗憾的是，

上述条件在时空网络的边界同步控制工作中很少涉及。还注意到，上述同步结果中的停息时间严重依
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赖于目标系统的初始状态，而提前访问目标系统的初始状态是非常困难的。因此，Polyakov 在[14]中提

出了固定时间稳定的概念，其收敛时间不依赖于初始状态的信息。目前，关于固定时间的理论成果已

经逐渐成熟如[15]和[16]中的工作，并广泛应用到不同时空网络模型的固定时间同步控制研究中，如一

类带有时变时滞的不连续反应扩散网络[17]，复值忆阻反应扩散神经网络[18]。而在文献[19]中，基于

反推方法，设计了边界时变反馈控制器来解决了带有不变参数的反应扩散系统的固定时间镇定问题。

然而，在 Lyapunov 方法下，时空复杂网络的固定时间边界同步问题的研究仍然是一个开放且噬待解决

的课题。 
基于上述分析，本文将基于边界控制探讨具有混合耦合的时空复杂网络固定时间同步问题。主要

结果包含如下几个方面。第一，建立了具有状态耦合和空间扩散耦合的时空复杂网络模型，该模型比

[12] [13] [17] [18] [19]中的模型更符合现实世界。第二，设计了不包含线性反馈项的固定时间边界控制

策略，它同样适用于[12]和[13]中的结果，与之不同的是本文设计的控制器相对简单且估计的停息时间

不依赖于初始状态的信息。第三，通过对同步误差构造 Lyapunov 函数，建立了相比[7] [8] [12]中形式

简单的固定时间充分判据。此外，理论分析过程中避免了[7] [8] [12]中采用的变量变换，降低了理论推

导难度。 
符号说明： nR 是 n 维数实向量空间； n mR × 是 n m× 维实矩阵空间；对任意的向量 n my R ×∈ ，二范数

定义为： Ty yy= ，其中 Ty 代表向量 y 的转置；对任意的矩阵 P， ( )min Pλ 和 ( )max Pλ 分别代表矩阵 P
的最小特征值和最大特征值；且矩阵范数定义为： ( )T

maxP PPλ= ； 1P− 代表 P 的逆； nI 为 n n× 维单

位阵； 0n 代表元素全为 0 的列向量； [ ] TsP P P= + ； 0P > 表示矩阵 P 正定； { }diag  表示对角阵；⊗

Kronecker 积。 

2. 预备知识 

2.1. 模型描述 

考虑如下具有空间扩散耦合和状态耦合的时空网络模型： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]
1 1

0

, ˆ, , , , , ,

,0 , 0, ,

m m
r

r r r rj j rj j
j j

r r

z x t
D z x t Az x t Bf z x t w z x t w z x t

t

z x z x x L

ε ε
= =

∂
= ∆ + + + Γ∆ + Γ∆ ∂

 = ∈

∑ ∑           (1) 

其中 1, 2, ,r m=  ； ( ) ( ) ( ) ( )( )T1 2, , , , , , ,n
r r r rz x t z x t z x t z x t=  是第 r 个节点的时空状态；

2

2x
∂

∆ =
∂

代表拉普

拉斯算子； ( )( ), n
rf z x t R∈ 是一个连续的非线性向量函数； ( )0

rz x 是 [ ]0, L 上连续且有界的初值解；

{ }1 2diag , , , 0nD d d d= > 代表传播扩散矩阵；A 和 B 是 n n× 维实矩阵； 0ε > 代表整体耦合强度；

{ }1 2diag , , , 0nγ γ γΓ = > 和 { }1 2
ˆ diag , , , 0nγ γ γΓ = > 是正定的内耦合矩阵； ( )rj m m

W w
×

= 表示网络的拓扑

结构，其中如果节点 r和节点 j之间存在通信，那么 0rj jrw w= ≠ ，否则 ( )0rjw r j= ≠ ，此外
1,

m

rj rj
j r j

w w
= ≠

= − ∑ 。 

系统(1)满足如下混合边界条件： 

( ) ( ) ( )
,

, 0 , ,r
r n r

x L

z x t
z x t U t

x
=

∂
= =

∂
                                (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T1 2, , , n
r r r rU t U t U t U t=  是控制器。 

设孤立节点的状态为系统(1)的同步态，且满足下列动力学方程： 
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ )

0

,
, , , ,

,0 , 0, ,

,
, 0 , 0, .n

x L

x t
D x t A x t Bf x t

t
x x x L

x t
x t t

x

ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ
ξ

=

∂ = ∆ + +
 ∂
 = ∈


∂ = = ∈ +∞ ∂

                           (3) 

定义 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
T1 2, , , , , , , , ,n

r r r r rx t x t x t x t z x t x tσ σ σ σ ξ= = − ，则同步误差系统为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) [ )

1 1

0 0

, ˆ, , , , , ,

,0 , 0, ,

,
0, 0 , , 0, ,

m m
r

r r r rj j rj j
j j

r r

r
r n r

x L

x t
D x t A x t Bf x t w x t w x t

t

x z x x x L

x t
t U t t

x

σ
σ σ σ ε σ ε σ

σ ξ

σ
σ

= =

=

∂
= ∆ + + + Γ∆ + Γ∆

∂
 = − ∈


∂ = = ∈ +∞ ∂

∑ ∑

         (4) 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , n
r rf x t f z x t f x t Rσ ξ= − ∈ 。 

定义 1. [15]对系统(1)和(3)满足不同初始条件和边界条件的任意解 ( ),rz x t 和 ( ),x tξ ，若存在固定的时

间 max 0T ≥ 和停息函数 ( )( ),0 0T xσ ≥ 使得 

( )( )
( )

( ) ( )( )
,0

lim , 0,

, 0, ,0 ,

rt T x

r

x t

x t t T x

σ
σ

σ σ

→
 =

 = >

 

且 ( )( ) max,0T x Tσ ≤ ，则称系统(1)是固定时间同步的。 

2.2. 引理和假设 

为了得到主要结果，下面引入一些必要的假设和引理。 
引理 1. [13]假设 ( ) [ ]: 0, nF r L R→ 是连续且平方可积的函数，满足 ( )0 0F = 或 ( ) 0F L = ，则对于

0Q > 有 

( ) ( ) ( ) ( )T2
T

20 0

d d4d d .
d d

L L F r F rLF r QF r r Q r
r r

   
≤    

   π∫ ∫  

引理 2. [15]如果存在一个正则，正定且径向无界的函数 ( )( ) : nF x t R R→ 使得： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) { }d , \ 0 ,
d

n
nF x t aF x t bF x t cF x t x t R

t
η δ≤ − − ∈  

其中 a R∈ ， , 0b c > ， 0 1η< < ， 1δ > ，则以下结果成立： 
(1) 若 0a ≤ ，则当 ( )( )0t T x≥ 时有 ( )( ) 0F x t = ， ( ) 0x t = ，且 ( )( )0T x 满足： 

( )( ) ( )1
max0 csc ,

vbT x T v
cδ η

 ≤ =  −  

π
π  

其中
1v η
δ η
−

=
−

。 

(2) 若 { }0 min ,a b c< < ，则当 ( )( )0t T x≥ 时有 ( )( ) 0F x t = ， ( ) 0x t = ，且 ( )( )0T x 满足： 

( )( ) ( )
( )

( )
( )

1
2

max

csc csc
0 , ,1 ,1 , ,

v vv vc c b bT x T I v v I v v
c b a b c a b c a b c aδ η δ η

−
       ≤ = − + −       − − + − − − + −  

π π π

   

π


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其中 Beta 函数比率 ( ), ,I x y z 定义为 

( ) ( ) ( ) 11
0

1, , 1 d ,
,

x zyI x y z t t t
B y z

−−= −∫  

且 Beta 函数 ( ),B y z 定义为 

( ) ( )1 11
0

, 1 d ,zyB y z t t t−−= −∫  

其中 0 1x≤ ≤ ， 0y > ， 0z > 。 
(1) 若 0 2a bc< < ， 2η δ+ = ，则当 ( )( )0t T x≥ 时有 ( )( ) 0F x t = ， ( ) 0x t = ，且 ( )( )0T x 满足： 

( )( ) 3
max 2 2

1 2 20 arctan .
1 24 4

T x T
bc a bc aδ

  
≤ = +    − − −  

π

 
引理 3. [16]设 0kc ≥ ， 0 1u< ≤ ， 1v ≥ 。则有 

1

1 1 1 1
, .

u vs s s s
u v v
k k k k

k k k k
c c c s c−

= = = =

   ≥ ≥   
   

∑ ∑ ∑ ∑
 

假设 1. 对于任意向量 , na b R∈ ，存在常数 0ρ > 使得 

( ) ( ) .f a f b a bρ− ≤ −  

3. 主要结果及证明 

为实现系统(1)的固定时间同步，设计如下边界控制策略： 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

, , , , 0 ,

0 , , 0 ,

p q
r r r r r n

r
n r n

L t V t L t V t L t
U t

L t

α β σ

σ

− Ψ − Ψ ≠= 
=

                     (5) 

其中， , 0α β > ， 0 1p≤ < ， 1q > ， 0n nR ×Θ∈ > 是对称矩阵且

 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )T

2 0

,
, , , , d .

,

Lr
r r r r

r

L t
L t V t x t x t x

L t

σ
σ σ

σ
Ψ = = Θ∫

 
为了方便后续分析，记 

[ ] [ ]( )
2

2
ˆ .

2
ss s

m nI A B I W
L

ρ ε  ∑ = ⊗
π

Θ + Θ − Π + ⊗ΘΓ 
 

利用 Kronecker 积，将系统(5)改写为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ )

0 0

,
, , ,

ˆ                 , , , 0, ,

,0 , 0, ,

,
0, 0 , ,  0, ,

m m m

nm
x L

x t
I D x t I A x t I B F x t

t
W x t W x t x L

x z x x x L

x t
t U t t

x

σ
σ σ σ

ε σ ε σ

σ ξ

σ
σ

=

∂
= ⊗ ∆ + ⊗ + ⊗ ∂

 + ⊗Γ ∆ + ⊗Γ ∈


= − ∈
 ∂ = = ∈ +∞
 ∂

                  (6) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )TT T T
1 2, , , nm

mU t U t U t U t R= ∈ ， ( ) ( ) ( ) ( )( )TT T T
1 2, , , , , , ,mx t x t x t x tσ σ σ σ=  ， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )TT T T
1 2, , , , , , , nm

mF x t f x t f x t f x t Rσ σ σ σ= ∈  

 。 
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定理 1 基于假设 1 及边界控制器(5)，如果存在矩阵 { }1 1diag , , , 0nΘ = Θ Θ Θ > ，使得 

0,mI D Wε∏ = ⊗Θ + ⊗ΘΓ >  

则下列结果成立： 
(1) 当 ( )max 0λ ∑ ≤ 时，受控网络(1)是固定时间同步的，且停息时间 *T 满足 

( ) ( )*
1 csc ,

v

T T vα
α δ η β

 π
π≤ =  −  







 

其中
1 pv
q p
−

=
−

， ( )min2α αλ= ∏ ， ( )1
min2 qmβ βλ−= ∏ ， ( ) ( )T1 1

m mI M I M− −∑ = ⊗ ∑ ⊗ ，且M满足 TM MΘ = 。 

(2) 当 ( ) { }max0 min ,λ α β∑< < 

 时，受控网络(1)在固定时间 *T 内实现同步，且 *T 满足 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

1

*
2

max max

max maxmax

csc
, ,1

csc
,1 , .

v

v

v
T T I v v

p p

v
I v v

β β
α λβ β α λ

α α
β λ β α λα β λ

−

∑ ∑

∑ ∑∑

  
≤ = −     −− + −   

   
+

π π

π π
−      − + −−    




 



 

 




 

 







 (3) 当 2p q+ = ， ( )max0 2λ αβ∑< < 

 时，受控网络(1)是固定时间同步的，且停息时间 *T 满足 

( )
( )

( )
max*

3 2 2
max max

1 2 arctan .
1 24 4

T T
q

λ

αβ λ αβ λ

∑

∑ ∑

  
  ≤ = +
  − − −  

π 

  

 

 

证明：构造如下 Lyapunov 函数 

( ) ( )( ) ( )T
0

, , d .
L

mV t x t I x t xσ σ= ⊗Θ∫  
对任意 ( ) { }, \ 0nm

nmx t Rσ ∈ ， ( )V t 沿着系统(6)关于变量 t 求导可得 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

T
0

T
0

T
0

2 , ,

, , d

2 , , d

ˆ2 , , d .

L
m

m m

L

L

V t x t I D x t

I A x t I B F x t x

x t W x t x

x t W x t x

σ σ

σ σ

ε σ σ

ε σ σ

= ⊗Θ ∆

+ ⊗Θ + ⊗Θ 

+ ⊗ΘΓ ∆

+ ⊗ΘΓ

∫

∫

∫



                         (7) 

根据假设 1，我们有 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) [ ]( ) ( )

T
0

T T
0

1

T T
0

1

T
0

2 , , d

, , d

, , d

, , d .

L
m

m L
r r

r

m L
r r

r

L s
m n

x t I B F x t x

x t B B f x t x

x t B B f x t x

x t I B I x t x

σ σ

σ σ

σ σ

σ ρ σ

=

=

⊗Θ

= Θ + Θ

≤ × Θ + Θ ×

≤ ⊗ Θ

∫

∑∫

∑∫

∫





                          (8) 

利用分部积分和系统(1)中的混合边界条件，可以推得 
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( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
0

T
T

0 0
1 10

T
T

0
1 1

T
T

2 , , d

, , ,
2 ,  d 2

, ,
2 , 2 d

, ,
2 , 2

L
m

L
m mL Lr r r

r
r r

m m L r r
r r

r r

r r
m m

x t I D x t x

x t x t x t
x t D x D dx

x x x

x t x t
L t DU t D x

x x

x t x t
L t I D U t I D

x x

σ σ

σ σ σ
σ

σ σ
σ

σ σ
σ

= =

= =

⊗Θ ∆

∂ ∂ ∂   
= Θ − Θ   

∂ ∂ ∂   
∂ ∂   

= Θ − Θ   
∂ ∂   

∂ ∂ 
= ⊗Θ − ⊗Θ 

∂ ∂ 

∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫

0
d .

L
x

 
 
 

∫

               (9) 

类似可得 

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
0

T
0

1 0
T

0
1 1

T
T

0

2 , , d

,
2 , d

,,
2 d

, ,
2 , 2 d .

L

L
m L r

r rj
r

m m L jr
rj

r j

L

x t W x t x

x t
x t w x

x

x tx t
w x

x x

x t x t
L t W U t W x

x x

ε σ σ

σ
ε σ

σσ
ε

σ σ
εσ ε

=

= =

⊗ΘΓ ∆

∂
= ΘΓ

∂

∂ ∂ 
− ΘΓ    ∂ ∂   

∂ ∂   
= ⊗ΘΓ − ⊗ΘΓ   

∂ ∂   

∫

∑∫

∑∑∫

∫

               (10) 

根据混合边界条件(2)以及引理 1，当 0∏ > 时，结合(9)和(10)可得到下列不等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T

0 0

T 2
T

20 0

, , , ,
2 d 2 d

, ,
2 d , , d .

2

L L
m

L L

x t x t x t x t
I D x W x

x x x x

x t x t
x x t x t x

x x L

σ σ σ σ
ε

σ σ
σ σ

∂ ∂ ∂ ∂       
− ⊗Θ − ⊗ΘΓ       

∂ ∂ ∂ ∂       

∂ ∂   
= − ∏ ≤ − ∏   

∂ ∂   

π

∫ ∫

∫ ∫

          (11) 

由边界控制方案(5)可知 

( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )
( )

( ) ( )
( )( )
( )

( ) ( )
( )( )
( )

( ) ( )
( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )

T

T T
2 2

1 1

2 2
1 1 1 1

T T

1 1

,

, , , ,
, ,

, , , ,
, ,

ˆ, , , ,

m
p q

m m
r r

r r r r
r rr r

p q
m n m n

r rk k k k
r k k r r k k r

r k r kr r
n n

k k k k
k k m k k m

k k

L t I D U t

V t V t
L t D L t L t D L t

L t L t

V t V t
L t d L t L t d L t

L t L t

L t d I L t L t d I L

σ

α σ σ β σ σ
σ σ

α σ σ β σ σ
σ σ

α σ σ β σ σ

= =

= = = =

= =

⊗Θ

= − Θ − Θ

= − Θ − Θ

= − Θ − Θ

∑ ∑

∑∑ ∑∑

∑ ∑ ( )t

          (12)

 

和 

( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )
( )

( ) ( )
( )( )
( )

( ) ( )
( )( )
( )

( ) ( )
( )( )
( )

( )( )

T

T T
2 2

1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1

T

,

, , , ,
, ,

, , , ,
,,

,

p q
m m m mj j

r rj j r rj j
r j r j

j j
p q

m m n m m nj rk k k k
r rj k k r r rj k k r

r j k r j k rj

k
k k

L t W U t

V t V t
L t L t L t L t

L t L t

V t V t
L t d L t L t d L t

L tL t

L t

εσ

εα σ ω σ εβ σ ω σ
σ σ

εα σ ω σ εβ σ ω σ
σσ

εα σ γ

= = = =

= = = = = =

⊗ΘΓ

= − ΘΓ − ΘΓ

= − Θ − Θ

= − Θ

∑∑ ∑∑

∑∑∑ ∑∑∑

( ) ( )( ) ( )
T

1 1
ˆ, , , .

n n
k k k

k k
k k

W L t L t W L tσ εβ σ γ σ
= =

− Θ∑ ∑

     (13) 
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其中 

( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2, , , , , , , ,k k k k
mx t x t x t x tσ σ σ σ=   

( ) ( )
( )( )
( )

( )
( )( )
( )

( )
( )( )
( )

( ) ( )
( )( )
( )

( )
( )( )
( )

( )
( )( )
( )

T

1 2
1 22 2 2

1 2
T

1 2
1 22 2 2

1 2

, , , , , , , ,
, , ,

ˆ , , , , , , , .
, , ,

p p p
mk k k k

m

m

q q q
mk k k k

m

m

V t V t V t
x t x t x t x t

L t L t L t

V t V t V t
x t x t x t x t

L t L t L t

σ σ σ σ
σ σ σ

σ σ σ σ
σ σ σ

 
 =
 
 
 
 =
 
 






 

由(12)和(13)， 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

T

T

1
T

1
T T

1 1

,

, ,

ˆ   , ,

ˆ, , , ,

m
n

k k
k k m k k

k
n

k k
k k m k k

k
n n

k k k k
k k

k k

L t I D W U t

L t d I W L t

L t d I W L t

L t L t L t L t

σ ε

α σ ε γ σ

β σ ε γ σ

α σ σ β σ σ

=

=

= =

 ⊗Θ + ⊗ΘΓ 

= − Θ + Θ

− Θ + Θ

= − Π − Π

∑

∑

∑ ∑





 

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2

1 1 2 2
min 2 2 2

1 1 2

2 2 2

1 1 2 2
min 2 2 2

1 1 2

min min
1 1

, , ,

, , ,

, , ,
   

, , ,

.

k p k p k pn m m

k m

k q k q k qn m m

k m

m mp q
r r

k k

L t V t L t V t L t V t

L t L t L t

L t V t L t V t L t V t

L t L t L t

V t V t

σ σ σ
αλ

σ σ σ

σ σ σ
βλ

σ σ σ

αλ βλ

=

=

= =

 
 ≤ − Π + + +
 
  
 
 − Π + + +
 
  

= − Π − Π

∑

∑

∑ ∑





       (14) 

其次，考虑引理 3 以及 0 1p≤ < ， 1q > ，我们有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1

1 1 1 1
, ,

p qm m m mp q q
r r r r

r r r r
V t V t V t m V t−

= = = =

   ≥ ≥   
   

∑ ∑ ∑ ∑  

将它们带入(14)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1
min min, .p q q

mL t I D W U t V t m V tσ ε αλ βλ− ⊗Θ + ⊗ΘΓ ≤ − Π − Π             (15) 

最后，将(8)~(15)带入(7)式，则对所有的 ( ) { }, \ 0nm
nmx t Rσ ∈ 有 

( ) ( ) [ ] [ ]( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

T
0

2
T T

2 0 0

1
min min

T
0

, , d

ˆ, , d , , d
2
2 2

, , d .

L s s
m n

sL L

p q q

L p q

V t x t I A B I x t x

x t x t x x t W x t x
L

V t m V t

x t x t x V t V t

σ ρ σ

σ σ ε σ σ

αλ βλ

σ σ α β

−

 ≤ ⊗ Θ + Θ  

 − ∏ + ⊗ΘΓ 

− ∏ − ∏

= Σ − −

π

∫

∫ ∫

∫







 

此外，根据矩阵分解理论，必存在一个实可逆矩阵 M 使得 TM MΘ = ，则有下列不等式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

TTT 1 1
0 0

T
max 0

, , d , , d

, , d .

L L
m m m m

L
m m

x t x t x I M x t I M I M I M x t x

I M x t I M x t x

σ σ σ σ

λ σ σ

− −Σ = ⊗ ⊗ Σ ⊗ ⊗

≤ Σ ⊗ ⊗

∫ ∫

∫
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因此，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ax .p q
mV t V t V t V tλ α β≤ Σ − −  

  

若对所有的 ( ) { }, \ 0nm
nmx t Rσ ∈ 有 ( )max 0λ ∑ ≤ ，即满足引理 2 中的情况(1)，则系统(1)在 1T 内达到同

步。 
若对所有的 ( ) { }, \ 0nm

nmx t Rσ ∈ 有 ( ) { }max0 min ,λ α β∑< < 

 ，即满足引理 2 中的情况(2)，则系统(1)在 2T
内达到同步。 

若 2p q+ = ， ( )max0 2λ αβ∑< < 

 ，根据引理 2 中的情况(2)，则系统(1)在 3T 内达到同步。 
证毕。 

4. 数值模拟 

考虑如下三维时空复杂系统： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2

, ,
, , ,

x t x t
D A x t Bf x t

t x
ξ ξ

ξ ξ
∂ ∂

= − +
∂ ∂

                          (16) 

和具有 100 个节点的耦合时空复杂系统： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
100 100

1 1

, ˆ, , , , ,r
r r r rj j rj j

j j

z x t
D z x t Az x t Bf z x t w z x t w z x t

t
ε ε

= =

∂
= ∆ − + + Γ∆ + Γ∆

∂ ∑ ∑           (17) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T1 1 3, , , , , ,x t x t x t x tξ ξ ξ ξ= ， ( ) [ ] [ ], 2, 2 0,x t ∈ − × +∞ ，其他参数选为： 0.01ε = ， 30.5A I= ，

30.2D I= ， 3
ˆ IΓ = Γ = ， ( ) ( ) ( )( )T1 2 3tanh , tanh , tanhf ξ ξ ξ 且 

2 1.2 0
2 1.71 0.9 .
4.7 0 1.1

B
− 

 =  
 − 

 

网络(17)的拓扑结构如图 1。图 2~4 模拟了系统(16)的动态演化过程，其中初始值为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
T T1 1 3, , , , , 0.1, 0.3,0.5 .x t x t x tξ ξ ξ = −  

 

 
Figure 1. Curve: Topology structure of the network (17) 
图 1. 网络(17)的拓扑结构 
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Figure 2. Curve: The dynamical behavior of ( )1 ,x tξ  

图 2. ( )1 ,x tξ 的动态行为 
 

 

Figure 3. Curve: The dynamical behavior of ( )2 ,x tξ   

图 3. ( )2 ,x tξ 的动态行为 
 

 

Figure 4. Curve: The dynamical behavior of ( )3 ,x tξ  

图 4. ( )3 ,x tξ 的动态行为 
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接下来，在边界控制方案(5)下，验证系统(17)的在固定时间内达到同步。很容易验证当 3IΘ = 时，

0∏ > 。通过简单计算可知 ( )min 0.0686λ ∏ = ， ( )min 4.9007 0λ ∑ = > 。选择控制器参数 72α β= = ， 2q = ，

0.07p = ，由定理 1，系统(17)在 2 31.0333T = 内达到固定时间同步。模拟结果见图 5~8。 
 

 

Figure 5. Curve: Synchronization error ( )1 ,r x tσ   

图 5. 同步误差 ( )1 ,r x tσ   
 

 

Figure 6. Curve: Synchronization error ( )2 ,r x tσ  

图 6. 同步误差 ( )2 ,r x tσ  
 

 

Figure 7. Curve: Synchronization error ( )3 ,r x tσ  

图 7. 同步误差 ( )3 ,r x tσ   
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Figure 8. Curve: Fixed-time synchronization error of (17) 
图 8. 系统(17)的固定时间同步误差 

5. 结论 

本文研究了带有空间扩散耦合的时空复杂网络的固定同步问题。首先，设计了高效的且不包含线性

反馈项的固定时间边界控制器。然后通过构造 Lyapunov 函数，结合分部积分、线性矩阵不等式技巧，建

立了形式简单且易于验证的固定时间同步判据。此外，在理论分析过程中，避免了文献[7] [8] [12]中使用

的变量变换法，降低了理论推导的难度。本文的方法可以拓展到边界控制下仅带有状态耦合的时空复杂

网络固定时间同步研究中，还可以进一步研究时空复杂网络的指定时间边界同步问题。 

参考文献 
[1] Dubey, B., Das, B. and Hussain, J. (2001) A Predator-Prey Interaction Model with Self and Cross-Diffusion. Ecologi-

cal Model, 141, 67-76. https://doi.org/10.1016/S0304-3800(01)00255-1 
[2] Alonso, S., John, K. and Markus, B. (2011) Complex Wave Patterns in an Effective Reaction-Diffusion Model for 

Chemical Reactions in Microemulsions. Journal of Chemical Physics, 134, 2014102-R.  
https://doi.org/10.1063/1.3559154 

[3] Pecora, L. and Carroll, T. (1999) Master Stability Functions for Synchronized Coupled Systems. International Journal 
of Bifurcation and Chaos, 9, 2315-2320. https://doi.org/10.1142/S0218127499001814 

[4] Wei, X., Wu, X.Q, Chen, S.H., Lu, J.A. and Chen, G.R. (2018) Cooperative Epidemic Spreading on a Two-Layered 
Interconnected Network. SIAM Journal on Applied Dynamical Systems, 17, 1503-1520.  
https://doi.org/10.1137/17M1134202 

[5] Tao, Y. and Chua, L. (1997) Impulsive Stabilization for Control and Synchronization of Chaotic Systems: Theory and 
Application to Secure Communication. IEEE Transactions on Circuits and Systems: Fundamental Theory and Appli-
cations, 44, 976-988. https://doi.org/10.1109/81.633887 

[6] Wu, K.N., Tian, T. and Wang, L.M. (2016) Synchronization for a Class of Coupled Linear Partial Differential Systems 
via Boundary Control. Journal of the Franklin Institute, 353, 4026-4073.  
https://doi.org/10.1016/j.jfranklin.2016.07.019 

[7] He, H. (2020) Asymptotical Synchronization of Coupled Time-Delay Partial Differential Systems via Pinning Control 
and Boundary Control. International Journal of Advanced Networking and Applications, 11, 4443-4450.  
https://doi.org/10.35444/IJANA.2020.11062 

[8] Yang, C.D., Cao, J.D., Huang, T.W., Zhang, J.B. and Qiu, J. (2018) Guaranteed Cost Boundary Control for Cluster 
Synchronization of Complex Spatio-Temporal Dynamical Networks with Community Structure. Science China Infor-
mation Sciences, 61, Article ID: 052203. https://doi.org/10.1007/s11432-016-9099-x 

[9] Bhat, S.P. and Bernstein, D.B. (2000) Finite-Time Stability of Continuous Autonomous Aystems. SIAM Journal on 
Control and Optimization, 38, 751-766. https://doi.org/10.1137/S0363012997321358 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.114067
https://doi.org/10.1016/S0304-3800(01)00255-1
https://doi.org/10.1063/1.3559154
https://doi.org/10.1142/S0218127499001814
https://doi.org/10.1137/17M1134202
https://doi.org/10.1109/81.633887
https://doi.org/10.1016/j.jfranklin.2016.07.019
https://doi.org/10.35444/IJANA.2020.11062
https://doi.org/10.1007/s11432-016-9099-x
https://doi.org/10.1137/S0363012997321358


史婷婷，于娟 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.114067 551 理论数学 
 

[10] Franceschelli, M., Pisano, A., Giua, A. and Usai, E. (2015) Finite-Time Consensus with Disturbance Rejection by 
Discontinuous Local Interactions in Directed Graphs. IEEE Transactions on Automatic Control, 60, 1133-1138.  
https://doi.org/10.1109/TAC.2014.2351431 

[11] Hu, Y.A., Li, H.Y., Zhang, C.P. and Liu, L. (2012) Robust Adaptive Finite-Time Synchronization of Two Different 
Chaotic Systems with Parameter Uncertainties. Journal of Applied Mathematics, 2012, Article ID: 607491.  
https://doi.org/10.1155/2012/607491 

[12] Luo, Y.P., Ling, Z.M. and Yao, Y.J. (2019) Finite Time Synchronization for Reactive Diffusion Complex Networks 
via Boundary Control. IEEE Access, 7, 68628-68635. https://doi.org/10.1109/ACCESS.2019.2957547 

[13] Wu, K.N., Sun, H.X., Peng, S. and Cheng, C.L. (2017) Finite-Time Boundary Stabilization of Reaction Diffusion Sys-
tems. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 28, 1-12. https://doi.org/10.1002/rnc.3977 

[14] Polyakov, A. (2012) Nonlinear Feedback Design for Fixed-Time Stabilization of Linear Control Systems. IEEE 
Transactions on Automatic Control, 57, 2106-2110. https://doi.org/10.1109/TAC.2011.2179869 

[15] Hu, C., He, H.B. and Jiang, H.J. (2020) Fixed/Preassigned-Time Synchronization of Complex Networks via Improving 
Fixed-Time Stability. IEEE Transactions on Cybernetics, 1-11. https://doi.org/10.1109/TCYB.2020.2977934 

[16] Ji, G.J, Hu, C., Yu, J. and Jiang, H.J. (2018) Finite-Time and Fixed-Time Synchronization of Discontinuous Complex 
Networks: A Unified Control Framework Design. Journal of the Franklin Institute, 355, 4665-4685.  
https://doi.org/10.1016/j.jfranklin.2018.04.026 

[17] Wang, Z.Y., Cao, J.D., Cai, Z.W. and Rutkowski, L. (2019) Anti-Synchronization in Fixed Time for Discontinuous 
Reaction-Diffusion Neural Networks with Time-Varying Coefficients and Time Delay. IEEE Transactions on Cyber-
netics, 50, 2758-2769. https://doi.org/10.1109/TCYB.2019.2913200 

[18] Wang, S.P., Guo, Z.Y., Wen, S.P., Huang, T.W. and Gong, S.Q. (2020) Finite/Fixed-Time Synchronization of Delayed 
Memristive Reaction-Diffusion Neural Networks. Neurocomputing, 375, 1-8.  
https://doi.org/10.1016/j.neucom.2019.06.092 

[19] Espitia, N., Polyakov, A., Efimov, D. and Perruquetti, W. (2019) Boundary Time-Varying Feedbacks for Fixed-Time 
Stabilization of Constant-Parameter Reaction-Diffusion Systems. Automatica, 103, 398-407.  
https://doi.org/10.1016/j.automatica.2019.02.013  

https://doi.org/10.12677/pm.2021.114067
https://doi.org/10.1109/TAC.2014.2351431
https://doi.org/10.1155/2012/607491
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2019.2957547
https://doi.org/10.1002/rnc.3977
https://doi.org/10.1109/TAC.2011.2179869
https://doi.org/10.1109/TCYB.2020.2977934
https://doi.org/10.1016/j.jfranklin.2018.04.026
https://doi.org/10.1109/TCYB.2019.2913200
https://doi.org/10.1016/j.neucom.2019.06.092
https://doi.org/10.1016/j.automatica.2019.02.013

	边界控制下耦合时空网络的固定时间同步
	摘  要
	关键词
	Fixed-Time Synchronization of Coupled Spatio-Temporal Networks under Boundary Control
	Abstract
	Keywords
	1. 引言
	2. 预备知识
	2.1. 模型描述
	2.2. 引理和假设

	3. 主要结果及证明
	4. 数值模拟
	5. 结论
	参考文献

