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摘 要

在本文中，我们对分形函数的定义进行了初步的研究，接着讨论了分形函数分数阶微积分的分形

维数估计。我们使用新方法进行的估计表明分形函数的分形维数和分数阶微积分的阶之间存在

一定关系。如果分形函数满足 Hölder 条件，则这种分形函数的 Riemann-Liouville 分数阶积
分的上 Box 维数小于这些分形函数的上 Box 维数。这就意味着一个重要的结论：分形函数的
Riemann-Liouville 分数阶微积分的上 Box 维数不会增加。
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Abstract

In the present paper, we make research on the definition of fractal functions elemen-
tary. Then we discuss the fractal dimensions of fractional calculus of fractal functions.
The estimation using a new method shows certain relationship between the fractal
dimensions of fractal functions and orders of fractional calculus. If the fractal func-
tion satisfies the Hölder condition, the upper Box dimension of the Riemann-Liouville
fractional integral of such fractal functions has been proved to be less than the upper
Box dimension of those fractal functions. This means an important conclusion that
the upper Box dimension of the Riemann-Liouville fractional integral of such fractal
functions will not increase.
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1. 引言

对于经典微积分来说，连续函数的 Riemann 积分一般比函数本身更光滑。所以我们感兴趣的
是，同样的结果是否对于分数阶微积分也成立。

许多学者们已经注意到分形函数的分数阶微积分的分形维数估计。这些研究具有十分重要的

意义，其中最早的研究可能属于 Tatom 的论文 [1]。他讨论了 Koch 曲线的 Box 维数与 Grünwald
极限的阶之间的关系。虽然 Tatom 没有给出这种关系的证明，但是他展示了相关的图表和数值
结果。Tatom 在他的论文中猜想分形曲线的分形维数与 Grünwald 极限的阶之间可能存在线性
关系。Zähle 讨论了 Weierstrass 函数和它们的 Weyl-Marchaud 分数阶导数 [2, 3]。他认为如果
Weierstrass 函数的 Weyl-Marchaud 分数阶导数存在，在一定条件下对应关系应该是线性的。其它
结果可参见 [4–6]。

姚奎讨论了 Weierstrass 函数的 Box 维数与 Riemann-Liouville 分数阶微积分阶之间的联
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系 [7–9]。他证明了相应线性关系的结论是正确的。阮火军证明了线性分形插值函数的 Box 维数与
Riemann-Liouville 分数阶积分的阶之间的线性关系 [10]。周颂平讨论了 Besicovitch 函数的分形维
数与 Riemann-Liouville 分数阶微积分的阶之间的关系 [11]。

梁永顺研究了分形函数 (Weierstrass 函数和 Besicovitch 函数) 的 Weyl-Marchaud 分数阶导
数 [12–14]。他还证明了闭区间上有界变差连续函数的 Riemann-Liouville 分数阶积分仍然是有界
变差的 [15]。其它相关工作，可以参见 [16–18]。分形曲线的相应结论 (Koch 曲线) 可以参见 [19]。

本文主要目的是探索分形函数的分形维数与分数阶微积分阶之间的关系。我们的目标是证明：

满足一定条件分形函数的 Riemann-Liouville 分数阶积分的分形维数不会增加。

在本文中, 令 I 为单位区间 [0, 1]。Γ(f, I) 表示函数 f(x) 在区间 I 上的图像，这也可以表示为

Γ(f, I) = {(t, f(t)) : t ∈ I}.

令 C 表示一个正常数，并且在同一行中，在不同的位置也可能具有不同的值。本文讨论的函

数都是连续的，并在 I 上有定义。我们将它们写为 CI。

2. 分形函数

本文主要使用的分形维数是上、下 Box 维数。其定义如下

定义 2.1 [20]. Ԛ F Ѱ R2 ⲺԱ֋䶔グᴿ⮂ᆆ䳼θ㙂 Nδ(F ) Ѱ㾼ⴌ F Ⲻᴶቅ⴪ᖺѰ δ Ⲻᴶཝ

ѠᮦȾрȽс Box 㔪ᮦࡡ࠼ᇐѿѰ

dimB(F ) = lim
δ→0

logNδ(F )

− log δ (2.1)

ૂ

dimB(F ) = lim
δ→0

logNδ(F )

− log δ . (2.2)

ྸ᷒ (2.1) ૂ (2.2) ⴮ㅿ, ᡇԢሼ䘏Ѡٲ〦Ѱ F Ⲻ Box 㔪ᮦ

dimB(F ) = lim
δ→0

logNδ(F )

− log δ . (2.3)

Riemann-Liouville 分数阶微积分定义如下

定义 2.2 [6,21]. Ԛ f(t) ∈CI , v > 0θԚ D−vf(0) = 0, ᒬъሯӄ t ∈ (0, 1], ᡇԢ〦

D−vf(t) =
1

Γ(t)

∫ x

0

(x− t)v−1f(x)dx (2.4)

Ѱ f(t) Ⲻ v 䱬 Riemann-Liouville Ⱦሯӄ࠼ᮦ䱬〥࠼ u > 0, Ԛ Duf(0) = 0Ⱦሯӄ t ∈ (0, 1], ᡇԢ
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〦

Duf(t) = D(Du−1f(t)) =
1

Γ(1− u)

d

dt

∫ t

0

(t− x)−uf(x)dx (2.5)

Ѱ f(t) Ⲻ u 䱬 Riemann-Liouville Ⱦ࠼ᮦ䱬ᗤ࠼

然后我们给出奇异分形函数的定义

定义 2.3. Ԛ f(t) ∈ CI , ྸ᷒ Γ(f, I) Ⲻ਎ᐤᱥᰖ䲆ⲺθᡇԢሼ f(t) 〦Ѱ I рⲺཽᔸ࠳ᮦȾ

定义 2.4. 䇴 f(t) Ѱ॰䰪 I рⲺ䘔㔣࠳ᮦȾ㤛ሯӄ I ⲺԱ֋ᆆ॰䰪 J = [a, b]δa < b), Γ(f, J)

Ⲻ䮵ᓜѰᰖキθᡇԢሼ f(t) 〦Ѱ I рⲺ࠼ᖘ࠳ᮦȾྸ᷒ᆎ൞ I рⲺᆆ॰䰪 J = [a, b]δa < bεֵ
ᗍ Γ(f, J) Ⲻ䮵ᓜᱥᴿ䲆ⲺθᡇԢሼ f(t) 〦Ѱ I рⲺቶ䜞࠼ᖘ࠳ᮦȾ

我们现在给出正则和非正则分形函数的定义。

定义 2.5. Ԛ f(t) Ѱ I рⲺ࠼ᖘ࠳ᮦȾ

(1) ྸ᷒ f(t) Ⲻ Box 㔪ᮦуᆎ൞θf(t) Ѱཽᔸ࠼ᖘ࠳ᮦȾ

(2) Ԛ
dimB Γ(f, I) = s, (1 ≤ s ≤ 2)

ф J = [a, b](a < b) Ѱ I рⲺԱᝅᆆ॰䰪θྸ᷒

dimB Γ(f, J) = s,

ᡇԢ〦 f(x) Ѱ↙࠼ࡏᖘ࠳ᮦȾ

(3) Ԛ
dimB Γ(f, I) = s, (1 ≤ s ≤ 2).

ྸ᷒ I рᆎ൞жᆆ॰䰪 J = [a, b](a < b)θᒬъ Γ(f, J) Ⲻ Box 㔪ᮦуᆎ൞ᡌ㘻

dimB Γ(f, J) < s,

ᡇԢ〦 f(x) Ѱ䶔↙࠼ࡏᖘ࠳ᮦȾ

在下一节中，我们将讨论满足如下 Hölder 条件的某些分形函数。

引理 2.6 [20]. Ԛ f(t) ∈ CI ф 0 < α < 1. ྸ᷒

|f(t)− f(u)| ≤ C|t− u|α, ∀t, u ∈ I,

䛙Ѿ

dimBΓ(f, I) ≤ 2− α.
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3. 分形函数的 Riemann-Liouville 分数阶积分

在本节中，我们将给出分形函数的 Riemann-Liouville 分数阶积分的上 Box 维数估计。如果分
形函数满足 Hölder 条件，则这些函数的 Riemann-Liouville 积分的分形维数不会随分形函数本身
的分形维数而增加。

我们先给出如下的定理

定理 3.1. 如果 f(t) ∈ CI , 如下所定义的 D−vf(t)

D−vf(t) =
1

Γ(v)

∫ t

0

(t− x)v−1f(x)dx (3.1)

的上 Box 维数不大于 2− v.

证明. 如果 t, t+ h ∈ I,

|D−vf(t+ h)−D−vf(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(v)

∫ t+h

0

(t+ h− x)v−1f(x)dx− 1

Γ(v)

∫ t

0

(t− x)v−1f(x)dx

∣∣∣∣∣ := I1.

I1 =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(v)

∫ t+h

0

[(t+ h− x)v−1 − (t− x)v−1]f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1

Γ(v)

∫ t+h

t

(t+ h− x)v−1f(x)dx

∣∣∣∣∣
≤C

∣∣∣∣∣
∫ t+h

0

[(t+ h− x)v−1 − (t− x)v−1]dx

∣∣∣∣∣+ C

∣∣∣∣∣
∫ t+h

t

(t+ h− x)v−1dx

∣∣∣∣∣
≤Chv.

根据引理 2.6, 我们能够得出

dimBΓ(D
−vf, I) ≤ 2− v.

2

如果分形函数满足 Hölder 条件，我们能够得到以下定理

定理 3.2. 令 f(t) ∈CI , 0 < α ≤ 1/2, 并且

|f(t)− f(u)| ≤ C|t− u|α, ∀t, u ∈ I.

D−vf(t) 的上 Box 维数不超过 2− α.

证明. 根据引理 2.6, 可以得到

dimBΓ(f, I) ≤ 2− α, 0 < v < 1.
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令 t, t+ h ∈ I. 可得

|D−vf(t+ h)−D−vf(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(v)

∫ t+h

0

(t+ h− x)v−1f(x)dx− 1

Γ(v)

∫ t

0

(t− x)v−1f(x)dx

∣∣∣∣∣ := I2.

运用变量替换，

I2 =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(v)

∫ t+h

0

(t+ h− x)v−1

[
f(x)−

(
t

t+ h

)v

f

(
t

t+ h
x

)]
dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

Γ(v)

∫ t+h

0

(t+ h− x)v−1

(
t

t+ h

)v [(
t+ h

t

)v

f(x)− f

(
t

t+ h
x

)]
dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

Γ(v)

(∫ t+h

h

+

∫ h

0

)
(t+ h− x)v−1

(
t

t+ h

)v [(
t+ h

t

)v

f(x)− f

(
t

t+ h
x

)]
dx

∣∣∣∣∣
≤Chα + C

∣∣∣∣∣
∫ t+h

h

(t+ h− x)v−1

(
t

t+ h

)v [(
t+ h

t

)v

f(x)f

(
t

t+ h
x

)]
dx

∣∣∣∣∣ .
令

g(h) =

(
t+ h

t

)v

.

存在 ξ ∈ I 满足

g(h) = 1 + vh+ v(v − 1)h2/2 +
v(v − 1)(v − 2)(1 + ξ/t)v−3h3

6
.

因为 0 < α ≤ 1/2,

I2 ≤ Chα + C

∣∣∣∣∣
∫ t+h

0

(t+ h− x)v−1

(
t

t+ h

)v (
hx

t+ h

)α

dx

∣∣∣∣∣ .
令 y = x

t+h
. 所以 I2 不超过

Chα + Chα

∫ 1

0

(1− y)v−1y�dy.

这说明

I2 ≤ Chα.

根据引理 2.6，
dimBΓ(D

−vf, I) ≤ 2− α.

2

注记 3.3. 定理 3.2 表明 D−vf(t) 的上 Box 维数不再存在比 2 − α 更大的。这说明 Riemann-
Liouville 分数阶积分不会增加分形函数的分形维数。
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4. 结论

本文中，我们给出了关于分形函数的基本定义。我们还得出结论，分形函数的分形维数与分

数阶微积分之间存在一定关系。具体而言，此类分形函数的 Riemann-Liouville 分数阶积分的上
Box 维数不会增加。
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