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摘 要

量子环面代数在 A 型扩张仿射李代数的研究中起到重要作用. 两个变量的量子环面代数 Cq 在 q

是一个 m 次本原单位根时，同构于 m 阶矩阵代数的一个有扭双重 loop 代数. 为证明这一结果,
本文具体地构造了矩阵代数的双重 loop 代数的一个有限自同构群并将量子环面代数 Cq 实现为矩

阵代数的双重 loop 代数在这一有限群作用下的不动点子代数. 进一步将量子环面代数的结果应用
于以其为坐标环的特殊线性李代数 sln(Cq), 我们得到 sln(Cq) 在 q 是单位根时是基于有限维单李

代数 slmn(C) 的一个有扭双重 loop 代数.
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Abstract

Quantum tori play important roles in the study of extended affine Lie algebra of type
A. The quantum torus Cq in two variables is isomorphic to a twisted double loop
algebra of the m × m-matrices provided that q is a m-th primitive root of unit. In
order to prove this result, we concretely construct a finite group of automorphism of
the double loop algebra of matrices and realize the quantum torus Cq as its sub-algebra
of fixed points under this action. We further apply this result to the special linear
Lie algebra sln(Cq) coordinated by the quantum torus Cq, and conclude that the Lie
algebra sln(Cq) is also a twisted double loop Lie algebra based on the finite-dimensional
simple Lie algebra slmn(C) if q is a root of unit.
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1. 介绍

有限维复单李代数可以通过有限型根系和 Cartan 矩阵进行分类. 20 世纪 50 年代后期, V. G.
Kac 和 R. V. Moody 分别推广了 Cartan 矩阵的概念, 引入了 Kac-Moody 代数的概念, 并进一步对
其中的仿射型 Kac-Moody 代数给出了基于有限维李代数的 (有扭) loop 代数的实现. 因为同时具
有 Chevalley-Serre 和 loop 实现, 仿射李代数的结构和表示的研究近几十年取得了丰硕的成果 (参
考文献 [1]).

20 世纪 90 年代初, S. Azam, B. Allison, S. Berman, Y. Gao 和 A. Pianzola 在 [2] 中进一步将
仿射型 Kac-Moody 代数推广到扩张仿射李代数. 事实上, 论文 [3] 已证明零度为 0 的扩张仿射李代

数就是有限维可列单李代数, 而零度为 1 的扩张仿射李代数恰为仿射 Kac-Moody 代数. 对于零度
更大的情形, 论文 [4] 证明了除 A 型外其它类型的扩张仿射李代数的无中心核同构于一个基于有限

维单李代数的多重 (有扭) loop 代数. A 型的扩张仿射李代数较为特别, 论文 [5] 指出当 n > 3 时,
零度为 ν 的 An 型扩张仿射李代数的无中心核同构于 ν 个变量的量子环面代数上的特殊线性李代
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数. 量子环面代数是一个非交换的含幺结合代数.

论文 [6] 对零度为 2 的扩张仿射李代数做了更为细致的研究, 得到了它们的完整分类. 特别地,
零度为 2 的 An 型扩张仿射李代数的分类依赖于 2 个变量的量子环面代数的分类. 从论文 [5] 可以
知道, 当参数 q 不是一个单位根时, 量子环面代数 Cq 是一个单的结合代数. 但 q 是一个单位根时,
量子环面代数 Cq 不是单的, 它的中心与两个变量的 Laurent 多项式代数 C[u±1, v±1] 同构. 根据论
文 [6] 的结果, 把量子环面代数 Cq 看成其中心为基环的代数, 通过基环的扩张可以得到 C[u±1, v±1]

分式域上的一个有限维代数. 通过证明这个有限维代数是中心单的结合代数，从而说明了量子环面
代数 Cq 事实上是 Larent 多项式环 C[u±1, v±1] 上的全矩阵代数的一个扭形式 (某个有限自同构群
作用下的不动点子代数).

本文我们具体地给出 Laurent 多项式环 C[u±1, v±1] 上的全矩阵的代数的有限自同构群, 并证
明相应的不动点子代数与 q 是单位根时的量子环面代数 Cq 同构. 即, 通过自同构的直接构造来说
明 Cq 是矩阵代数的一个有扭双重 loop 代数 (第2节). 并进一步在第3节中说明以这样的量子环面
代数为坐标环的特殊线性李代数也是有限维单李代数的有扭双重 loop 代数. 这些结果帮助我们更
为简单地理解以量子环面代数 Cq 为坐标环的特殊线性李代数的有限维表示的分类的结果, 也启发
我们借助于多重 loop 李代数的结论来对以量子环面代数为坐标环的李代数进行更为深入地研究.

2. 量子环面代数

量子环面代数是多项式代数的非交换推广. 我们在本节中回顾量子环面代数的定义和基本性
质, 并通过构造矩阵代数上的一些有限阶自同构证明量子环面代数同构于矩阵代数的有扭双重 loop
代数.
定义 2.1. 设 Q = (qij)i,j=1,...,ν 是一个 ν × ν 的复方阵且满足

qii = 1, i = 1, . . . , ν, 且 qij = q−1
ji , 1 ≤ i, j ≤ ν.

定义复数域上 ν 个变量的量子环面代数 CQ[x
±1
1 , . . . , x±1

ν ] 为由生成元 x±1
1 , . . . , x±1

ν 和定义关系

xix
−1
i =1 = x−1

i xi, i = 1, . . . , ν,

xixj =qijxjxi, 1 ≤ i, j ≤ ν.

决定的结合代数.

特别地, 当 ν = 2 时, Q =

(
1 q

q−1 1

)
由一个参数 q 决定, 我们将 CQ[x

±1, y±1] 简记为 Cq. 即,

Cq 是由 x±1 和 y±1 生成的含幺结合代数, 生成元满足定义关系

xx−1 = x−1x = 1 = yy−1 = y−1y, xy = qyx.

量子环面代数的中心和导子等性质已在文献 [5] 中进行了详细的讨论, 我们仅在这里列出本文
中所需的若干性质.
命题 2.2. ( [5]) Z(Cq) Cq .
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• {xiyj , i, j ∈ Z} Cq ,

• Cq = [Cq,Cq]⊕ Z(Cq).

• q , Z(Cq) = C; Cq .

• q m ,
xmym = ymxm. (2.1)

Z(Cq) x±m, y±m Laurent C[x±m, y±m].

我们这里考虑 q 是 m 次本原单位根的情形. 由于其中心是交换的 Laurent 多项式代
数 C[x±m, y±m], 量子环面代数 Cq 是 C[x±m, y±m] 上的有限型的结合代数, 即 Cq 作为交换

环 C[x±m, y±m] 的模是有限生成的. 更进一步, Cq 是 C[x±m, y±m] 上的 m × m 矩阵代数

Mm(C) ⊗ C[x±m, y±m] 相对于环扩张 C[x±m, y±m] ⊆ C[x±1, y±1] 的扭形式 (twisted form), 也
称为 C[x±m, y±m] 上的 Azumaya 代数. 文献 [6] 中通过说明 Cq 在 C[x±m, y±m] 的分式域 K 上的

扩张 Cq ⊗C[x±m,y±m] K 是 K 上的有限维中心可除代数证明了这一事实, 我们在这里通过矩阵代数
上的自同构具体地给出这个扭形式.

为此, 我们引入矩阵

X =



1

q

q2

. . .
qm−1


, Y =



0 1

1 0

1
. . .
. . . 0

1 0


容易验证, 它们满足下列性质:

• Xm = 1 = Y m.

• XY = qY X.

• {XiY j |0 ≤ i, j ≤ m− 1} 是 Mm(C) 的一组基.

矩阵 X 和 Y 可以给出矩阵代数 Mm(C) 上的两个 m 阶自同构:

σX : Mm(C) −→ Mm(C), A −→ XAX−1,

σY : Mm(C) −→ Mm(C), A −→ Y AY −1.

引理 2.3. Mm(C) σX σY

(i) σXσY = σY σX .

(ii) σX(XiY j) = qjXiY j, i, j = 0, 1, . . . ,m− 1.

(iii) σY (X
iY j) = q−iXiY j, i, j = 0, 1, . . . ,m− 1.

引理可直接计算验证, 我们在此略去细节.
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接下来我们考虑矩阵代数 Mm(C) 相应于自同构 σX 和 σY 的双重有扭 loop 结合代数. 记
C[u±1, v±1] 为两个变量 u 和 v 的 Laurent 多项式代数. 首先将自同构 σX 和 σY 延拓为无扭 loop
代数 Mm(C)⊗ C[u±1, v±1] 上的自同构:

σ̃X : Mm(C)⊗ C[u±1, v±1] → Mm(C)⊗ C[u±1, v±1], A⊗ uivj 7→ q−jσX(A)⊗ uivj ,

σ̃Y : Mm(C)⊗ C[u±1, v±1] → Mm(C)⊗ C[u±1, v±1], A⊗ uivj 7→ qiσY (A)⊗ uivj .

自同构 σ̃X 和 σ̃Y 同样满足:

σ̃m
X = σ̃m

Y = 1, σ̃X σ̃Y = σ̃Y σ̃X .

因此, 它们定义了有限群 Γ = Z/mZ× Z/mZ 在 Mm(C)⊗ C[u±1, v±1] 上的作用. 我们将证明
定理 2.4. q m , Cq loop
Mm(C)⊗ C[u±1, v±1] Γ . ,

Cq
∼= (Mm(C)⊗ C[u±1, v±1])Γ. (2.2)

Proof. 因为 {XiY j |i, j = 0, 1, . . . ,m− 1} 是 Mm(C) 的一组基, 所以

{XiY j ⊗ urvs|i, j = 0, 1, . . . ,m− 1, r, s ∈ Z}

是 Mm(C)⊗ C[u±1, v±1] 的一组基.

由引理 2.3, 我们直接计算

σ̃X(XiY j ⊗ urvs) =qj−sXiY j ⊗ urvs,

σ̃Y (X
iY j ⊗ urvs) =q−i+rXiY j ⊗ urvs.

说明
∑

aijrsX
iY j ⊗ urvs ∈ (Mm(C)⊗ C[u±1, v±1])Γ 当且仅当

aijrs = qj−saijrs, 且 aijrs = q−i+raijrs.

即, aijrs ̸= 0 仅当 j ≡ s (mod m) 且 i ≡ r (mod m). 注意到 Xm = Y m = 1, 我们有 loop 代数
Mm(C)⊗ C[u±1, v±1] 在 Γ 作用下的不动点子代数 (Mm(C)⊗ C[u±1, v±1])Γ 有一组基

{XiY j ⊗ uivj |i, j ∈ Z}.

它们的乘积满足

(XiY j ⊗ uivj)(XkY l ⊗ ukvl) = XiY jXkY l ⊗ ui+kvj+l = q−jkXi+kY j+l ⊗ ui+kvj+l.

另一方面, 由命题 2.2, 量子环面代数 Cq 有一组基 {xiyj |i, j ∈ Z}, 它们也满足

xiyjxkyl = q−jkxi+kyj+l, i, j, k, l ∈ Z.
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因此,
φ : Cq → (Mm(C)⊗ C[u±1, v±1])Γ, xiyj 7→ XiY j ⊗ uivj , i, j ∈ Z.

是一个代数同构.

注记 2.5. 上述定理说明当 q 是一个单位根时, 两个变量的量子环面代数 Cq 是矩阵代数的一个有

扭双重 loop 代数. 但对于 ν > 2 个变量的量子环面代数 CQ, 即便在 Q = (qij) 中所有元素 qij 都是

单位根的情形都不一定是一个有扭的多重 loop 矩阵代数. 此时把 CQ 看成是以其中心作为基环上

的代数是仍然有限维的, 但这个有限维代数的结构目前仍不清楚.

3. 量子环面上的特殊线性李代数

基于 S. Berman, Y. Gao 和 Y. Krylyuk 在论文 [5] 中的结果, 零度为 2 的 An-型扩张仿射李代
数与量子环面 Cq 上的特殊线性李代数 sln(Cq) 中心同源. 这里的特殊线性李代数事实上可以对任
何一个含幺结合代数 A 定义, 即,

sln(A ) = {A ∈ gln(A )|tr(A) ∈ [A ,A ]} , (3.1)

其中 gln(A ) 是元素在 A 中的全体 n 阶方阵在通常的换位运算下形成的李代数.

在上一节中, 我们证明了参数 q 是 m 次本原单位根时, 两个变量的量子环面代数 Cq 同构于 m

阶全矩阵代数 Mm(C) 的双重 loop 代数在有限群 Γ = Z/mZ × Z/mZ 作用下的不动点子代数. 此
时,

sln(Cq) = sln((Mm(C)⊗ C[u±1, v±1])Γ). (3.2)

我们将进一步证明: sln(Cq) 是有限维李代数 slmn(C) 的一个多重有扭 loop 代数.

设 A 是一个含幺结合代数, Γ 是 A 的自同构群的一个有限子群. 则 Γ 可以通过在每个元素上

分别作用的方式作用在李代数 gln(A ) 上, 且这一作用可以限制到 sln(A ). 我们仍然把这样得到的
李代数 sln(A ) 的自同构群的有限子群记为 Γ. 考虑结合代数 A 在 Γ 作用下的不动点子代数 A Γ.
容易看出

gln(A
Γ) = gln(A )Γ. (3.3)

但不动点子代数 A Γ 上的特殊线性李代数 sln(A Γ) 通常并不同构于李代数 sln(A ) 在 Γ 作用下的

不动点子代数 sln(A )Γ.
例 3.1. 在 2 阶矩阵代数 M2(C) 上定义自同构:

τ : M2(C) → M2(C),

(
a b

c d

)
7→

(
0 1

1 0

)(
a b

c d

)(
0 1

1 0

)
=

(
d c

b a

)
.

记 Γ = ⟨τ⟩ 为由 τ 生成的自同构群. 则

M2(C)Γ =

{(
a b

b a

)∣∣∣∣∣a, b ∈ C

}
.
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容易验证: [
M2(C)Γ,M2(C)Γ

]
= 0.

但

[M2(C),M2(C)]Γ = sl2(C)Γ = sl2(C) ∩ M2(C)Γ =

{(
0 b

b 0

)∣∣∣∣∣b ∈ C

}
.

但我们可以证明下面的引理:
引理 3.2. A , Γ A . sln(A Γ) = sln(A )Γ

[A ,A ] ∩ A Γ = [A Γ,A Γ]. (3.4)

Proof. 由特殊线性李代数的定义,

sln(A
Γ) =

{
A ∈ gln(A

Γ)
∣∣tr(A) ∈ [A Γ,A Γ]

}
=
{
A ∈ gln(A )Γ

∣∣tr(A) ∈ [A Γ,A Γ]
}
.

而

sln(A )Γ = sln(A) ∩ gln(A )Γ =
{
A ∈ gln(A )Γ

∣∣tr(A) ∈ [A ,A ]
}
.

当 A ∈ gln(A )Γ = gln(A
Γ) 时, 自然有 tr(A) ∈ A Γ. 所以 sln(A )Γ 可写为

sln(A )Γ =
{
A ∈ gln(A )Γ

∣∣tr(A) ∈ [A ,A ] ∩ A Γ
}
.

因此, 当 [A ,A ] ∩ A Γ = [A Γ,A Γ] 时有 sln(A
Γ) = sln(A)

Γ, 充分性得证.

下面证明必要性: 设 sln(A Γ) = sln(A )Γ. 记 e11(a) 为 gln(A ) 中 (1, 1) 位置为 a 其余位置为

0 的矩阵. 则 a ∈ [A Γ,A Γ] 当且仅当 e11(a) ∈ sln(A Γ) = sln(A )Γ, 这等价于 a ∈ [A ,A ]∩A Γ. 因
此, [A ,A ] ∩ A Γ = [A Γ,A Γ].

注记 3.3. 上述引理中在 n = 1 时是自然成立的. 事实上,

sl1(A )Γ = sl1(A ) ∩ A Γ = [A ,A ] ∩ A Γ, sl1(A
Γ) = [A Γ,A Γ].

接下来回到量子环面 Cq 上特殊线性李代数 sln(Cq) 的讨论. 在上一节中, 我们定义了有限群
Γ = ⟨σ̃X , σ̃Y ⟩在Mm(C)⊗C[u±1, v±1]上的作用,进而通过逐个位置作用到 sln(Mm(C)⊗C[u±1, v±1])

上. 进而有下面的定理:
定理 3.4. q m ,

sln(Cq) ∼= (sln(Mm(C)⊗ C[u±1, v±1]))Γ ∼=
(
slmn(C)⊗ C[u±1, v±1]

)Γ
. (3.5)

Proof. 记 A = Mm(C) ⊗ C[u±1, v±1], Γ = ⟨σ̃X , σ̃Y ⟩. 则由定理 2.4可知, Cq
∼= A Γ. 我们验证结合

代数 A 满足上述引理的条件.
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在定理2.4的证明过程中, 我们已经说明 Mm(C) 有一组基 {XiY j |i, j = 0, . . . ,m− 1}. 因为

tr
(

m−1∑
i,j=0

aijX
iY j

)
=

m−1∑
i=0

ai0(1 + qi + q2i + · · ·+ q(m−1)i) = ma00 +

m−1∑
i=1

ai0
1− qmi

1− qi
= ma00,

所以
m−1∑
i,j=0

aijX
iY j ∈ slm(C) = [Mm(C),Mm(C)] 当且仅当 a00 = 0. 因此, slm(C) 有一组基

{XiY j |i, j = 0, . . . ,m− 1,且(i, j) ̸= (0, 0)}.

基于上述讨论, 结合代数 A = Mm(C)⊗ C[u±1, v±1] 有一组基 {XiY j ⊗ ukvl|i, j = 0, . . . ,m−
1, k, l ∈ Z}. 因此, [A ,A ] = slm(C) ⊗ C[u±1, v±1] 的一组基为 {XiY j ⊗ ukvl|i, j = 0, . . . ,m −
1,且(i, j) ̸= (0, 0), k, l ∈ Z}. 注意到

∑
aijklX

iY j ⊗ ukvl ∈ A Γ 当且仅当 aijkl 非零时有 k ≡ i

(mod m) 且 l ≡ j (mod m). 因此, [A ,A ] ∩ A Γ 的一组基为

{XiY j ⊗ uivj |i, j ∈ Z,m - i 或m - j}. (3.6)

另一方面, 由定理 2.4有 A Γ ∼= Cq. 由命题 2.2可得 [Cq,Cq] 的一组基为 {xiyj |i, j ∈ Z,m -
i 或m - j}. 通过同构 A Γ ∼= Cq, (3.6)也是 [A Γ,A Γ] 的一组基.

至此, 我们验证了结合代数 A 在 Γ 的作用下满足引理 3.2的条件. 因此,

sln(Cq) ∼= sln(A
Γ) = sln(A )Γ ∼=

(
slmn(C)⊗ C[u±1, v±1]

)Γ
. (3.7)

即, sln(Cq) 是 slmn(C) 的一个有扭双重 loop 代数.
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