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摘  要 

引入强FI-内射模和Gorenstein强FI-内射模，讨论了这两类模的同调性质，证明了 ( ) ( )( )1 SFI R ,SFI R⊥ 是

遗传完备的余挠对。 
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Abstract 
The strongiy FI-injective modules and the Gorenstein strongly FI-injective modules are intro-
duced, and the homology properties of these two types of modules are discussed. It is proved 
that ( ) ( )( )1 SFI R ,SFI R⊥  is a hereditary-complete cotorsion pair. 
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1. 引言 

1995 年，Enochs 等人在一般环上引入 Gorenstein 内射模的概念[1]。称内射左 R-模的正合列
1 0 1E E E−= → → → →E  是完全内射分解，如果对任意内射左 R-模 E，序列 ( )Hom ,R E E 正合。称左

R-模 N 是 Gorenstein 内射模，如果存在一个完全内射分解E使得 ( )0 1KerN E E≅ → 。2007 年，Mao 等人

引入 FI-内射模的概念[2]。称左 R-模 M 是 FP-内射(或绝对纯)模，若对任意的有限表示 R-模 F，

( )1Ext , 0R F M =  ([3] [4])。称左 R-模 M 是 FI-内射模，若对任意 FP-内射 R-模 G， ( )1Ext , 0R G M = 。2019
年，陈东等人引入 Gorenstein FI-内射模的概念[5]。称左 R-模 M 是 Gorenstein FI-内射模，如果存在内射

模的正合列 0 1
1 0E E E E= → → → → →E   ，使得 ( )0 1KerM E E≅ → ，且对任意 FI-内射模 I，

( )Hom ,R I E 正合。 
受以上文献的启发，我们引入强 FI-内射模和 Gorenstein 强 FI-内射模的概念，讨论其同调性质，并

找到了一个遗传完备的余挠对(详见定理 2.7)。 
本文中所提到的环均指有单位元的结合环。模均指酉模，除非特别说明，R-模指左R-模。本文中，

我们用 -ModR ， ( )I R ， ( )P R ， ( )FI R ， ( )FPI R ， ( )GFI R 和 ( )GI R 分别表示R-模类，内射R-模类，投

射R-模类，FI-内射R-模类，FP-内射R-模类，Gorenstein FI-内射R-模类和Gorenstein内射R-模类；用 ( )id M ,

( )FP-id M 分别表示R-模M的内射维数和FP-内射维数；表示自然数集。 

2. 强 FI-内射模 

设 M 是一 R-模，ℵ是一 R-模类，记 ( ){ }1,  Ext , 0RM X M X⊥ ≥ℵ= ∈ℵ =对任意 ； 

( ){ }1 1,  Ext , 0RM X M X⊥ ℵ= ∈ℵ =对任意  [6]。对偶地，可定义 ⊥ℵ 和 1⊥ℵ 。 
设 F 是 R-模类，M 是一 R-模，称同态 : C Mϕ → 是 M 的 F-预覆盖，如果C∈F ，并且对任意C′∈F ，

任意同态 :g C M′ → ，存在同态 :f C C′ → ，使得 g fϕ= ，其中C′∈F ；取C C′ = ，若满足 g fϕ= 的 f
都是 C 的自同构，则称ϕ 为 M 的 -F 覆盖。对偶地，可定义 M 的 F-预包络和 F-包络。若满同态 : C Mϕ →

满足C∈F ，并且 1Kerϕ ⊥∈F ，则称 : C Mϕ → 是 M 的特殊 F-预覆盖。对偶地，可定义 M 的特殊 F-预包

络[7]。 
设 A，B 是两个 R-模类，称类对 ( ),A B 是一余挠对，如果 1⊥=A B ， 1⊥=B A 。称余挠对 ( ),A B 是遗

传的，如果对任意 A∈A ，B∈B ， ( )1Ext , 0R A B≥ = 。若每个 R-模有特殊 A-预覆盖(等价于特殊 -B 预包络 )，
则称 ( ),A B 为完备的余挠对[7]。 

本部分我们引入强FI-内射模，讨论其同调性质，并证明 ( ) ( )( )1SFI ,SFIR R⊥ 是一遗传完备的余挠对。 
定义 2.1 称R-模M是强FI-内射模，若对任意 ( )FPII R∈ ， ( )1Ext , 0R I M≥ = 。 
我们将强FI-内射R-模类记为 ( )SFI R 。 
称R-模类 ( )X R 是内射可解类，如果 ( ) ( )I R X R⊆ ，且对任意 ( )X R 中的正合列 

0 0X X X′ ′′→ → → → ，其中 ( )X X R′∈ ，则 ( ) ( )X X R X X R′′∈ ⇔ ∈  [6]。 
关于定义，我们注意到 
注记 2.2 1) ( ) ( ) ( )I SFI FIR R R⊆ ⊆ ；特别地，如果R是左Noether环，则 

( ) ( ) ( ) ( )FPI I SFI FIR R R R⊆ ⊆ ⊆ 。 
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2) ( )SFI R 是内射可解类，且关于直积与直和项封闭。 
称环R是QF环，如果R是左Noether环，且R是内射R-模[2]。下面用强FI-内射R-模给出QF环的等价刻

画。 
命题 2.3 设R是环，则以下等价： 
1) R 是QF环； 
2) 若 ( )II R∈ ，则 ( )PI R∈ ； 
3) 若 -ModM R∈ ，则 ( )SFIM R∈ ； 
证明 1)⇔ 2) 由文献([8] 定理 5.3)可得。 
2)⇒ 3) 设 -ModM R∈ ， ( )FPII R∈ ，由文献([4] 定理 2.6)可知， ( )II R∈ ，则由条件(2)可知， ( )PI R∈ ，

所以 ( )1Ext , 0R I M≥ = ，即 ( )SFIM R∈ 。 
3)⇒ 2) 设 -ModM R∈ ，任取 ( )II R∈ ，则 ( )FPII R∈ 。因为 ( )SFIM R∈ ，所以 ( )1Ext , 0R I M≥ = ，因

此 ( )PI R∈ 。 
推论 2.4 设R是环，则以下等价： 
1) R 是QF环； 
2) 若 -ModM R∈ ，则 ( )FIM R∈ ； 
3) 若 -ModM R∈ ，则 ( )SFIM R∈ 。 
证明由命题 2.3 及文献([2] 命题 2.8)易得。 
下面给出强FI-内射模是一个内射模的等价刻画。 
命题 2.5 设R是左凝聚环， -ModM R∈ ，则 ( ) ( )I SFIM R M R∈ ⇔ ∈ 且 ( )FP - id 1M ≤ 。 
证明 ( )⇒ 显然。 

( )⇐ 设 0 0M E L→ → → → 是R-模的正合列，其中 ( )IE R∈ 。因为 ( )FP - id 1M ≤ ，所以由文献([3]
引理 3.1)可知， ( )FPIL R∈ 。又因为 ( )SFIM R∈ ，所以正合列 0 0M E L→ → → → 可裂，故 ( )IM R∈ 。 

设 -ModM R∈ ，取 M 的一个投射分解 ( )1 1 0 0 i iP P P P M i−= → → → → → → → ∈P    ，令

( )0 0KerK P M= → ， ( ) ( )1Ker  1i i iK P P i−= → ≥ ，则称 ( )iK i∈ 为 M 的第i次合冲；取 M 的一个内射分

解 ( )0 1 10  i iM E E E E i−= → → → → → → → ∈E    ，令 ( )0 0CokerL M E= → ， 

( ) ( )1Coker  1i i iL E E i−= → ≥ ，则称 ( )iL i∈ 为 M 的第i次上合冲[9]。下面证明 ( ) ( )( )1SFI ,SFIR R⊥ 是一遗

传完备的余挠对。 
引理 2.6 设R是环，则以下条件成立： 
1) 任意强FI-内射R-模M的第 ( )0i i ≥ 次上合冲 ( )SFIiL R∈ ； 
2) 任意FP-内射R-模I的第 ( )0i i ≥ 次合冲 iK ，都有 ( )( )1Ext ,SFI 0R iK R≥ = 。 
证明 因为 ( )SFI R 是内射可解类，且 ( ) ( )I SFIR R⊆ ，所以由维数转移易知结论成立。 
命题 2.7 ( ) ( )( )1SFI ,SFIR R⊥ 是遗传完备的余挠对； 
证明 要证 ( ) ( )( )1SFI ,SFIR R⊥ 是余挠对，只需证 ( ) ( )( ) 11SFI SFIR R

⊥⊥= 即可。 
任取 ( )SFIM R∈ ，取 M 的内射分解 0 1 1 10 0n nM E E E L− −→ → → → → → → ，其中 ( )iE I R∈

( )0,1,2,i =  ， 1nL − 是M的第 1n − 次上合冲。由引理 2.6 可知， ( )1 SFInL R− ∈ 。对任意 ( )1SFIX R⊥∈ ，由

维数转移可知， ( ) ( ) ( )10 , ,  1j n j n
R RExt X L Ext X M j− += ≅ ≥ 。另一方面，取 X 的投射分解 

1 1 1 00 0n nK P P P X− −→ → → → → → → ，其中 ( ) ( )P  0,1, 2,iP R i∈ =  ， 1nK − 是 M 的第 1n − 次合冲。由

维数转移可知， ( ) ( )1 1
1Ext , Ext , 0n

R n RK M X M+
− ≅ = 。于是 ( )1

1 SFInK R⊥
− ∈ ，故 ( )( ) 11SFIM R

⊥⊥∈ 。 
设 ( )( ) 11 SFIM R

⊥⊥∈ ，由以上证明有 ( ) ( ) ( )1Ext , Ext , 0 1j n j
R n RK M X M j+

− ≅ = ≥ 。特别地，若 ( )FPII R∈ ，

则 ( )1 SFII R⊥∈ 。因此 ( )1Ext , 0R I M≥ = ，故 ( )SFIM R∈ 。综上所述， ( ) ( )( )1 SFI ,SFIR R⊥ 是余挠对。 
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设 ( )SFIM R∈ ， ( )FPII R∈ ，对 I 的任意 i 次合冲 iK ，由引理 2.6 可知， ( )1Ext , 0R iK M≥ = ，故

( ) ( )( )1SFI ,SFIR R⊥ 是遗传余挠对。设 iY 是所有 FP-内射R-模的第 i 次合冲的代表集，则 iY= ⊕Y 也是一个

集合。注意到 ( ) ( )1 1Ext , Ext , 0R i R iY M Y M≥ ≥⊕ ≅ ∏ = ，所以 ( )SFI R ⊥= Y 。从而由文献([10]定理 10)可知，

( ) ( )( )1SFI ,SFIR R⊥ 是遗传完备的余挠对。 
推论 2.8 每个R-模都有特殊 ( )1SFI R⊥ -预覆盖和特殊 ( )SFI R -预包络。 

3. Gorenstein 强 FI-内射模 

定义 3.1 称R-模M是Gorenstein强FI-内射模，如果存在内射R-模的正合列 

0 1
1 0E E E E= → → → → →E   , 

使得 ( )0
0ImM E E≅ → ，且对任意 ( )SFIS R∈ ， ( )Hom ,R S E 正合。 

我们将Gorenstein强FI-内射R-模类记为 ( )GSFI R 。 
关于定义，我们注意到 
注记 3.2 1) ( ) ( ) ( )I( ) GFI GSFI GIR R R R⊆ ⊆ ⊆ ； 
2) 由对称性可知，定义 3.1 中正合列E的所有同态的像、核和余核都是Gorenstein强FI-内射R-模； 
3) ( )GSFI R 关于直积封闭。 
下面首先讨论Gorenstein强FI-内射模的基本同调性质。 
命题 3.3 设M是一R-模，则以下等价： 
1) ( )GSFIM R∈ ； 
2) M 满足以下条件： 
a) ( )1Ext , 0R S M≥ = ，其中 ( )SFIS R∈ ； 
b) 存在 ( )Hom ,R S − 正合的R-模正合列 1 0 0E E M→ → → → ，其中 ( )IiE R∈ ， ( )SFIS R∈ 。 
3) 存在R-模的正合列 0 0K E M→ → → → ，其中 ( )IE R∈ ， ( )GSFIK R∈ 。 
证明 1)⇔ 2)，1)⇒ 3) 显然。 
3)⇒ 2) 因为 ( )GSFIK R∈ ，所以存在 ( )Hom ,R S − 正合的R-模正合列 1 0 0E E K→ → → → ，其中

( )IiE R∈ ， ( )SFIS R∈ ，并且 ( )1Ext , 0R S K≥ = 。故存在 ( )Hom ,R S − 正合的R-模正合列 

0 0E E M→ → → → 。由维数转移， ( ) ( ) ( )1Ext , Ext , 0 1i i
R RS M S K i+≅ = ≥ 。 

定义R-模类 { }SFI id -Mod FIM R M<∞− = ∈ 的强 内射维数有限 。 
命题 3.4 设 ( )GSFIM R∈ ，则以下条件成立： 
1) ( )1Ext , 0R D M≥ = ，其中 SFI idD <∞∈ − 。 
2) ( )id 0M = 或∞。 
证明 1) 设 ( )SFI id D n− = < ∞，我们对 n 进行归纳。当 n = 0 时，由命题 3.3 结论显然成立。设 n ≥ 1，

则存在 R-模的正合列 0 1 10 0n nD E E E E−→ → → → → → → ，其中 ( )SFIiE R∈ 。由维数转移可知，

( ) ( ) ( )Ext , Ext , 0 1i i n n
R RD M E M i+≅ = ≥ 。 
2) 设 ( )id M n= < ∞，则存在 R-模的正合列 0 1 10 0n nM E E E E−→ → → → → → → ，其中 ( )IiE R∈ 。

令 ( )1 2KerL E E= → ，则 ( ) ( )SFI id id 1L L n− ≤ ≤ − 。由(1)可得， ( )1Ext , 0R L M = ，所以 ( )IM R∈ 。 
命题 3.5 设 0 0A B C→ → → → 是R-模的正合列，则以下条件成立： 
1) 若 ( ), GSFIA C R∈ ，则 ( )GSFIB R∈ ； 
2) 若 ( ), GSFIA B R∈ ，则 ( )GSFIC R∈ ； 
3) 若 ( ), GSFIB C R∈ ，则 ( )GSFIA R∈ ⇔对任意 ( )SFIS R∈ ， ( )1Ext , 0R S A = 。 
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证明 1) 设 ( ), GSFIA C R∈ ， ( )SFIS R∈ ，则存在 ( )Hom ,R S − 正合的正合列 

1 0 0E E A′ ′→ → → → , 

和 

1 0 0E E C′ ′′→ → → → , 

其中 ( ), Ii iE E R′ ′′ ∈ ，且 ( )1Ext , 0R S A≥ = ， ( )1Ext , 0R S C≥ = 。令 ( )0KerK E A′ ′= → ， ( )0KerK E C′′ ′′= → ，则

由命题 3.3 可知， K ′， ( )GSFIK R′′∈ 。于是有交换图： 
 

 
 
故存在 ( )Hom ,R S − 正合的正合列 1 1 0 0 0E E E E B′ ′′ ′ ′′→ ⊕ → ⊕ → → ，其中 ( )Ii iE E R′ ′′⊕ ∈ ，且 ( )1Ext , 0R S B≥ = 。

因此由命题 3.3 可知， ( )GSFIB R∈ 。 
2) 因为 ( )GSFIB R∈ ，所以由命题 3.3 存在正合列 0 0K E B′→ → → → ，其中 ( )IE R∈ ， ( )GSFIK R′∈ 。

考虑拉回图 
 

 
 
因为A， ( )GSFIK R′∈ ，所以由(1)可知， ( )GSFIG R∈ 。于是对中间行用命题 3.3 可知， ( )GSFIC R∈ 。 

3) ( )⇒ 显然。 

( )⇐ 因为 ( )GSFIC R∈ ，所以由命题 3.3 存在正合列 0 0K E C→ → → → ，其中 ( )IE R∈ ，

( )GSFIK R∈ 。考虑拉回图 
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因为B， ( )GSFIK R∈ ，所以由(1)可知， ( )GSFID R∈ ，于是由命题 3.3 存在正合列 0 0K E D′ ′→ → → → ，

其中 ( )IE R′∈ ， ( )GSFIK R′∈ 。考虑拉回图 
 

 
 
因为A， ( )GSFIK R′∈ ，所以对任意 ( )SFIS R∈ ， ( )1Ext , 0R S A≥ = ， ( )1Ext , 0R S K≥ ′ = ，故 ( )1Ext , 0R S T≥ = 。

特别地， ( )1Ext , 0R E T = 。因此中间行可裂，所以 ( )IT R∈ 。于是由命题 3.3 可知， ( )GSFIA R∈ 。 
推论 3.6 ( )GSFI R 是内射可解类，且关于直和项封闭。 
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