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摘  要 

研究一类G-Brown运动驱动的脉冲随机泛函微分方程的p-阶矩指数稳定性。运用Razumikhin-型方法、

G-Lyapunov函数、随机分析和代数不等式技巧，获得了该类方程的平凡解是p-阶矩指数稳定的充分条件。

同时，通过一个例子说明所得的结果。 
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Abstract 
This paper investigates the p-th moment exponential stability of impulsive stochastic functional 
differential equations driven by G-Brownian motion (G-ISFDEs). By employing the Razumikhin- 
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type method, G-Lyapunov functions, stochastic analysis and algebraic inequality techniques, some 
sufficient criteria ensuring the p-th moment exponential stability of the trivial solution to G- 
ISFDEs are established. Meanwhile, an example is presented to illustrate the obtained results. 
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1. 引言 

脉冲效应普遍存在于系统状态在某些时刻突然发生变化的演化系统中，涉及医学、生物学、经济学、

力学、电子学和电信等领域(参阅专著[1])。然而，系统的状态往往不仅受到突然的脉冲效应影响，而且

还会受到随机扰动的影响，这极大激发了学者们研究具有脉冲效应的随机微分方程的兴趣。实际中，许

多随机微分系统不仅依赖于当前的状态下还依赖于过去的历史状态，面对这样的情形常用随机泛函(时滞)
微分方程来刻画[2]。另一方面，现实系统不可避免地受到干扰而使整个系统失去控制从而导致不稳定性，

因而研究随机微分方程的稳定性很有必要并成为一个重要的课题。然而，脉冲效应可以使一个不稳定的

系统变得稳定(见[3])，因此研究脉冲随机微分方程的稳定性也很有必要(如[4] [5] [6] [7])。文献[8] [9] [10] 
[11]研究了脉冲随机泛函微分方程的稳定性。 

很多实际问题比如不确定性问题，风险度量问题以及金融中的超对冲超定价问题等都涉及非线性期

望。Peng [12] [13]提出了一类非线性期望(即 G-期望)来处理这类问题。在 G-期望框架理论下，[12] [13]
进一步介绍了 G-Brown 运动以及相关的 Itô 积分。自此，关于 G-Brown 运动驱动的随机微分方程的研究

逐渐得到学者们的关注并成为热点。G-Brown 运动驱动的随机时滞微分方程的稳定性和稳定化方面的研

究已取得了一定的成果(见文献[14] [15] [16] [17]及其中的参考文献)。文献[18] [19] [20]研究了 G-Brown
运动驱动的脉冲随机微分方程以及 G-Brown 运动驱动的脉冲随机泛函微分方程的稳定性。在上述成果的

基础上，本文利用 Razumikhin-型方法、G-Lyapunov 函数技巧、随机分析和不等式方法，建立了一类 G-Brown
运动驱动的脉冲随机泛函微分方程是 p-阶矩指数稳定的充分条件，丰富了该类方程稳定性方面的结论。 

本文结构如下：第 2 节介绍了一些符号、假设条件和预备知识；第 3 节给出了主要结果，获得了

G-Brown 运动驱动的脉冲随机泛函微分方程的 p-阶矩指数稳定的充分条件；第 4 节通过一个例子说明所

得的结果。 

2. 预备知识 

记 ( ) [ ), , 0,+= −∞ +∞ = +∞R R 。对任意的 T,nx x x x∈ =R 表示 Euclid 范数。若 A是一个向量或矩阵， 

则 TA 代表其转置，且 ( )T
maxλ=A AA 表示其范数， ( )Ttrace=A AA 。对 , nx y∀ ∈R ， ,x y 或 Tx y 表 

示 ,x y 的内积。 { }max ,a b a b∨ = 和 { }min ,a b a b∧ = 。 
关于定义在次线性空间 ( )ˆ, , EΩ  上的 G-正态分布、G-期望、G-Brown 运动以及相关的 Itô 积分和二

次变差过程的详细介绍，可参阅文献[12] [13]。对 nT∀ ∈R ， [ ]0,T 上的一个分割 { }0 1, , ,T Nt t tπ = � 满足 
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0 1 20 Nt t t t T= < < < < =� ， ( ) { }1max : 0,1, , 1T i it t i Nµ π += − = −� 。给定 1p ≥ ，定义 

[ ]( ) ) ( ) ( )
1

1
,0

,
0

0, :
jj j

N
p p

G t j j G tt t
j

M T I t Lη ξ ξ
+

−

=

 
= = ∈ Ω 
 

∑ 。 

[ ]( )0,p
GM T 表示 [ ]( ),0 0,p

GM T 在范数 [ ]( ),0

1

0, 0

1 ˆ dp
G

p
T p

tM T E t
T

η η  =    ∫ 下的完备空间。  

记 { }0,1,2,N = � 。 ( )tϕ + 和 ( )tϕ − 分别表示函数 ( )tϕ 在 t 时刻的右极限和左极限。令 0τ > ， 

[ ]( ) [ ] ( ) ( ) [ ){ },0 ; : ,0 | , ,0n nPC t t tτ ϕ τ ϕ ϕ τ+− = − → = ∀ ∈ −R R ，此外在 [ ]( ),0 ; nPC τ− R 中，除了有限个点 

外均有 ( )tϕ − 存在且 ( ) ( )t tϕ ϕ− = 。对 0p∀ > 和 0t∀ ≥ ， [ ]( ),0 ,
t

p nPC τ− R 表示所有 t -可测的 
[ ]( ),0 ; nPC τ− R -值随机过程。 ( ){ }: 0ϕ ϕ θ τ θ= − ≤ ≤ 满足 ( )

0

ˆsup
p

E
τ θ

ϕ θ
− ≤ ≤

< ∞。记 [ ]( ),0 ;b nPC τ− R 是所有

有界的 [ ]( ),0 ; nPC τ− R -值函数的集合。为了方便，定义以下集合： 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }0 0,0 ; : - , ,0 ; - , ,0 ;p n b n p n
GPC Mτ ϕ ϕ τ ϕ τ− = − ∈ − R R R是 可测的 随机变量 满足 ， 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }, ; : ,0 , , , ;
t t

p n p n p n
GX X PC X X Mτ τ− +∞ = ∈ Ω ∈ − +∞  R R R是左极右连续的满足 。 

考虑如下形式的 G-Brown 运动驱动的脉冲随机泛函微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
0

0d , d , d , , d , , ,

, , , 1, 2,3, ,

,

i j j
t ij t j t t kt

k k k k k

t

X t f t X t h t X B B t X B t t t t

X t I t X t t t k

X

σ

ξ

−

 = + + ≠ ≥

∆ = = =


=

�         (2.1) 

初始值 [ ]( )0 0
,0 ;p n

tX ξ τ= ∈ − R 。 ( )T1 2, , , d
t t t tB B B B= � 是一个 d-维的 G-Brown 运动。 

( ) [ ]( ),0 ,
t

p n
tX X t PCθ τ= + ∈ − R 。{ } 0

, t t
B B

≥
是 G-Brown 运动{ } 0t t

B
≥
的二次变差过程。 

[ ] [ ]( ), , 0, ,0 ,
t

p n n
ij jf h T PCσ τ∈ × − → R R 是 Borel-可测的，且对所有的 nT ∈R 和 nX ∈R ， 

( ) ( ) ( ) [ ]( ), , , , , , ,p n
ij j Gf X h X X M Tσ τ⋅ ⋅ ⋅ ∈ − R 。脉冲函数 ( )( ), : n n

k k kI t X t− + × →R R R 表示 ( )X t 在 kt 时刻的

脉冲扰动。发生脉冲时刻的点 kt 满足 0 10 kt t t≤ < < < <� �， kt →∞  (当 k →∞时， kt →∞ )， 

( ) ( )
0

limk k
h

X t X t h
−

−

→
= + ， ( ) ( )

0
limk k
h

X t X t h
+

+

→
= + ， ( ) ( ) ( )k k kX t X t X t−∆ = − 。 

文中假设函数 , ,ij jf h σ 以及 kI 满足方程(2.1)解存在唯一的所有条件(见[13])。当方程(2.1)的初始值是

0t
X 时，记方程(2.1)的解 ( ) ( )00; , tX t X t t X= 。为了研究方程(2.1)的稳定性，假设对 0t t∀ ≥ ， 

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 0ijf t h t tσ= = ≡ 以及 ( ) ( ),0 0 1, 2,3,kI t k≡ = � ，则方程(2.1)存在平凡解 ( ) 0X t ≡ 。 
注 2.1 文中采用 Einstein 记号，也就是在每一项里出现的指标 i 和 j 指的是求和，表示如下： 

( ) ( )
0 0

, 1
, d , : , ,d ,

dt ti j i j
ij s ij ss si j

h s X B B h s x B B
=

= ∑∫ ∫  

( ) ( )
0 0

1
, d : , d .

dt tj j
j s s j s s

j
s x B s x Bσ σ

=

= ∑∫ ∫  

定义 2.2 对 [ ]( )0
,0 ;p nξ τ∀ ∈ − R ，若存在一对正常数 λ 和 C 满足 

( ) ( )0
0 0

ˆ ˆ; , e , ,
p p t tE X t t CE t tλξ ξ − −≤ ≥  

则称方程(2.1)的平凡解是 p-阶矩指数稳定的。特别地，当 2p = 时，通常称方程(2.1)的平凡解是均方指数

稳定的。 
进一步给出一些符号标记。令 [ )( )1,2

0 , ,nC t τ +− ∞ ×R R 是关于变量 X 二阶连续可导且关于变量 t 一阶
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连续可导的全体非负函数 ( ),V t X 的集合，即 , ,t X XXV V V 在 [ )0 , nt τ− ∞ ×R 上是连续的，其中 

( ) ( ),
,t

V t X
V t X

t
∂

=
∂

， ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

, , ,
, , , ,X

n

V t X V t X V t X
V t X

X X X
∂ ∂ ∂ 

=  
∂ ∂ ∂ 

� ， ( ) ( )2 ,
,XX

i j n n

V t X
V t X

X X
×

 ∂
=   ∂ ∂ 

对每一个 

[ )( )1,2
0 , ,nV C t τ +∈ − ∞ ×R R ，定义算子： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

, , , , ,

, , , , , , , ,

t t X t

X t XX t t

LV t X V t X V t X f t X

G V t X h t X V t X t X t Xσ σ

= +

+ +
 

其中， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,X t XX t tV t X h t X V t X t X t Xσ σ+ 是表达形式如下的对称矩阵: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1

, , , , , , ,

: , , , ., , , , ,

X t XX t t

d

X ij t ji t XX i t j t i j

V t X h t X V t X t X t X

V t X h t X h t X V t X t X t X

σ σ

σ σ
=

+

 = + + 
 

3. 主要结果 

定理若存在一个函数 [ )( )1,2
0 , ,nV C t τ +∈ − ∞ ×R R 和正常数 1 2,C C 和 λ 满足 

(i) 对 ( ) [ )0, , nt X t τ∀ ∈ − ∞ ×R ， ( )1 2,p pC X V t X C X≤ ≤ ； 
(ii) 对所有的 k N∈ 和 [ ]( ), ;

t

p nX τ∈ − +∞ R ， 

( )( ) ( ), , , ,k k k k kV t X I t X d V t X−+ ≤  

其中， ( )1ln k k kd t tλ +≤ − − ； 
(iii) 对所有的 0t t≥ ， { }, 1, 2,kt t k≠ ∈ � 和 [ ]( )0

,0 ;p nϕ τ∈ − R ， 

( ) ( )( ) ( )( )1
ˆ ˆ, , 0 ,ELV t t EV tϕ λ λ ϕ≤ − +  

( ) ( )( ) ( )( )1
ˆ ˆ, , 0 ,ELV t t EV tϕ λ λ ϕ≤ − +  

当 [ ],0θ τ∈ − ， ( ) ( )( )ˆ ˆ, , 0EV t qEV tθ ϕ ϕ+ <  (这里 eq λτγ≥ )， { }1,2,
1maxk

kd
γ ∈

 
=  

 
� ， ( ) [ )1 0: ,t t Rλ ∞ → ， ( )1 tλ

在 [ )1,k kt t + 上是连续的，对所有的 { }1,2,k ∈ � ， ( ) ( )1lim
k

kt t
t tλ λ−

−
−

= ，且 ( )
0

1 d
t

s sλ
+∞ + < ∞∫  (这里 

( ) ( ){ }1 1max ,0s sλ λ+ = )，则方程(2.1)的平凡解是 p-阶矩指数稳定的。 
证 取正数且满足 ( )1 0

2 20 e et tC M Cλ λτγ−< ≤ ≤ 。根据条件(i)可推出 

( )( ) ( ) ( ) [ )1 0
2 2 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ, e , , .
p p p t tEV t X t C E X t C E ME t t tλξ ξ τ− −≤ ≤ ≤ ∈ −            (3.1) 

接下来证明 

( )( ) ( ) ( ) [ )10 0
d

1
ˆ ˆ, e e , , , .

t
tk

s sp t t
k kEV t X t ME t t t k N

λλξ
+

− −
+

∫≤ ∈ ∈                (3.2) 

成立。为了证明(3.2)成立，需先证明 

( )( ) ( ) ( ) [ )11 0 0
d

0 1
ˆ ˆ, e e , , ,

t
t s sp t tEV t X t ME t t t
λλξ
+

− − ∫≤ ∈                    (3.3) 

成立。接下来利用反证法证明(3.3)成立。假设(3.3)不成立，则存在 [ )0 1,t t t∈ 满足 

( )( ) ( ) ( )11 0 0
dˆ ˆ, e e .

t
t s sp t tEV t X t ME
λλξ
+

− − ∫>  
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令 [ ) ( )( ) ( ) ( )11 0 0
d

1 0 1
ˆ ˆinf , : , e e

t
t s sp t tt t t t EV t X t ME
λλξ
+

− −∗ ∫ = ∈ > 
 

。注意 ( )( )ˆ ,EV t X t 在 [ )0 1,t t 是连续的，故 

[ )1 0 1,t t t∗ ∈ 且 

( )( ) ( ) ( )1
11 0 0

d
1 1

ˆ, e e
t
t s sp t tEV t X t ME
λλξ

∗ +
− −∗ ∗ ∫=                        (3.4) 

( )( ) ( ) ( ) )11 0 0
d

0 1
ˆ ˆ, e e , , .

t
t s sp t tEV t X t ME t t t
λλξ τ
+

− − ∗∫ < ∈ −                  (3.5) 

而且存在一个序列{ } 1n n
t

≥
 ( 1nt t∗↓ )使得 

( )( ) ( ) ( ) )11 0 0
d

1 1
ˆ ˆ, e e , , ,

tn
t s sp t t

n n nEV t X t ME t t t
λλξ
+
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和 
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11 0 0
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11 0 0

d
1 1
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1 1

ˆ ˆ, e e

ˆ e e
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∗ +
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∗ ∗

∫

∫

+ + ≤

≤

<

                   (3.7) 

成立。根据条件(iii)可得 

( ) ( )( ) ( )( )
1

1 1 1 1 1
ˆ ˆ, ,

t
ELV t X t EV t X tλ λ∗

∗ ∗ ∗ ∗≤ − +                       (3.8) 

因为在 )* *
1 1,t t h+ 上，方程(2.1)的解 ( )X t ，函数 ,V LV 是连续的，所以对任意小的数 0h > ，有 

( ) ( )( ) ( )( ) )1 1 1
ˆ ˆ, , , , .tELV t X t EV t X t t t t hλ λ ∗ ∗≤ − + ∈ +                   (3.9) 

利用 G-Itô 公式，计算出 

( )( )( )
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2
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X ij t XX i t j t t
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V t X t

V t X t V t X t V t X t f t X t
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V t X t t X B

λ

λ

λ

λ
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σ σ

σ

 = + + 

+

 + +  

 

进而， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

1

1

1

1

1 1e , e , e , , d

e , , , d ,

ttt s
st

tt s
t X s st

V t X t V t X t V s X s LV s X s

M V s X s s X B

λλ λ

λ

λ

σ

∗

∗

∗

∗

∗ ∗= + +

+ +

∫

∫
            (3.10) 

其中， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

*
1

1, , , , , , , d ,
2

, , , , , , , d .

tt i j
t X ij s XX i s j ss s

t
X s XX s ss

M V s X s h s X V s X s s X s X B B

G V s X s h s X V s X s s X s X s

σ σ

σ σ

 = +  

− +

∫

∫
    (3.11) 

由 Peng [13]可知{ }*
1

*
1

t
t

t t
M

≥
是一个 G-鞅，因此

*
1ˆ 0t

tEM ≤ 。对(3.10)式两边同时取期望并再次利用条件(iii) 

可得 
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )( )
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1

1
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1 1

1 1 1

ˆ ˆ ˆe , e , e , , d
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 ≤ + 

∫

∫
       (3.12) 

运用 Gronwall 不等式，进一步得 

( )( ) ( )( ) ( )1
1 1

d

1 1
ˆ ˆe , e , e ,

t
t

s s
ttE V t X t E V t X t

λ
λλ ∗ ∗∗ ∗ ∫   ≤   

 

即 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )11 1
d

1 1
ˆ ˆ, e , e ,

t
t

s st t
E V t X t E V t X t

λλ ∗
∗− − ∗ ∗ ∫   ≤                        (3.13) 

结合(3.4)可得 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1

11 0 0

11 0 0

d
* *

1 1 1 1

d

d

ˆ ˆ, e , e

ˆ e e

ˆ e e ,

t
t

t
t

t
t

s s
h

s sp t h t

s sp t t

E V t h X t h E V t X t

ME

ME

λ
λ

λλ

λλ

ξ

ξ

∗

+

+

∗ ∗ −

− + −

− −

∫

∫

∫

   + + ≤   

≤

<

                  (3.14) 

这与(3.6)相矛盾，因此对 k = 1， 

( )( ) ( ) ( ) [ )11 0 0
d

0 1
ˆ ˆ, e e , ,

t
t s sp t tE V t X t ME t t t
λλξ
+

− − ∫  ≤ ∈   

成立。 
利用数学归纳法，假设 ( )1,2, ,k m m N= ∈� ， 

( )( ) ( ) ( ) [ )10 0
d

1, e e , ,
t
tk

s sp t t
k kE V t X t ME t t t

λλξ
+

− −
−

∫  ≤ ∈                    (3.15) 

成立。接下来继续证明 

( )( ) ( ) ( ) [ )11 0 0
d

1
ˆ ˆ, e e , , ,

t
tm

s sp t t
m mE V t X t ME t t t

λλξ
+

+− −
+

∫  ≤ ∈                   (3.16) 

成立。利用反证法假设(3.16)不成立。令 

[ ) ( )( ) ( ) ( )11 0 0
d

2 1
ˆ ˆinf , : , e e .

t
tm

s sp t t
m mt t t t E V t X t ME

λλξ
+

+− −∗
+

∫  = ∈ >   
 

由条件(ii)和(3.15)，注意到当 mt t= 时，有 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

11 0 0
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d
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λ
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ξ

ξ
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+
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+
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∫

∫

≤ ≤

≤

=

                 (3.17) 

成立。因为 ( )( )ˆ ,EV t X t 在 [ )1,m mt t t +∈ 上是连续的，所以可得 [ )2 1,m mt t t∗
+∈ 且 

( )( ) ( ) ( )2
11 0 0

d
2 2

ˆ ˆ, e e ,
t
tm

s sp t tE V t X t ME
λλξ

∗ +
+− −∗ ∗ ∫  =                       (3.18) 

( )( ) ( ) ( ) [ )11 0 0
d

1
ˆ ˆ, e e , , .

t
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s sp t t
m mE V t X t ME t t t
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+

+− −
+

∫  < ∈                   (3.19) 
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而且存在一个序列{ } 1n n
t

≥
 ( *

2nt t↓ )满足 

( )( ) ( ) ( ) )11 0 0
d

2 1
ˆ ˆ, e e , , .
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tm

s sp t t
n n n mEV t X t ME t t t

λλξ
+
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+

∫ > ∈                  (3.20) 

对 0τ θ− ≤ ≤ ，存在一个整数 [ ] ( )0,j k k m∈ ≤ 满足 )2 1,j jt t tθ∗
++ ∈  。从而 
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d
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ξ
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+
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+
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∫

∫

≤

≤

≤

               (3.21) 

因此，利用条件(iii)得 

( ) ( )( ) ( )( )*
2

* * *
2 1 2 2 2

ˆ ˆ, , .
t

ELV t X t EV t X tλ λ∗ ≤ − +                        (3.22) 

接着和前面证明(3.14)和(3.6)的矛盾方法一样，可得出与(3.20)的矛盾，综合说明了(3.16)是成立的。从而

通过数学归纳法推出了对所有的 k N∈ ，(3.2)式是成立的。进一步利用条件(i)得 
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≤

 

事实上，因 ( )
0

1 d
t

s sλ
+∞ + < ∞∫ ，所以存在一个数 0C > 使得

( )10
d

e t s s
C

λ+∞ +∫ < 成立，这蕴含了 

( ) ( )0
0

1

ˆ
ˆ e , ,

p
p t tCME

E X t t t
C

λξ − −≤ ≥                          (3.23) 

成立。即方程(2.1)的平凡解是 p-阶矩指数稳定的。证毕。 

4. 例子 

考虑如下形式的 G-Brown 运动驱动的随机时滞微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
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2
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d 3 d d , sin d , , ,
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1 , , , 1, 2, .

t kt
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t

X t X t X t t t k
k


= − + + − ≥ ≠ +

∆ = = =
�
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取 2p = ， ( )( ) ( ) 2
,V t X t X t= ， ( )( ) ( ) 2

, 3f t X t X t= − ， ( )( ) ( ),h t X t X t= ， 

( )( )( ) ( )
2

sin
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1

t
t X t t X t t
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σ τ− = −

+
。计算得 
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取 1
1
2k kt t+ − = ， 2ekd −= ， 1,2,k = �， 3eγ = ， 7eq = ， ( ) sint tτ = ，进一步可得 

( ) ( )
2

27
2

sinˆ ˆ, 4 e
1

,t
tELV t X E X t

t
 

≤ − + + 
 

由此可令 4λ = ， ( ) ( )2
7

1 2

sin
e

1
t

t
t

λ =
+

， ( )
0

7
1 0d e arctan

2t
s s tλ

+∞ + π ≤ − < ∞ 
 ∫ ， ( )7e e tq λτγ= ≥ ， 

3 21e max e , 1,2,
k

k
d

γ
 

= ≥ = = 
 

�， ( )1ln 2 1k k kd t t+≤ − − = − 。 

从而根据第三节中的定理可知方程(4.1)的平凡解是均方指数稳定的。 
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