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摘  要 

矩阵的秩是反映矩阵固有特性的一个重要概念，矩阵秩的不等式应用则是求解试题中秩相关问题的关键，

本文将利用分块矩阵、秩的理论、线性空间与线性变换以及方程组相关理论几个方面去求解高等代数考

研试题中矩阵秩的不等式。 
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Abstract 
Rank of the matrix is an important concept to reflect the inherent properties of a matrix, and the 
inequality application of matrix rank is the key that solves the rank-related problems in the post-
graduate exam. The paper makes use of the block matrix, the theory of rank, linear space and li-
near change and system of equations to solve the inequality of matrix rank in the exam of ad-
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1. 前言 

《高等代数》是数学类专业的专业基础课，也是该类专业研究生入学考试的必考科目。矩阵是《高

等代数》课程中的重要内容，而矩阵的秩是矩阵最重要的数字特征之一。许多学者对矩阵的秩及秩的不

等式在高等代数解题中的应用做了研究。文献[1]中，黄述亮阐述了关于矩阵秩的几个重要不等式，文献

[2]中，徐小萍讨论了矩阵秩的不等式及其应用，文献[3]中，金启胜、包翠莲探讨了矩阵秩不等式性质，

文献[4]中，蒋滟君研究了分块矩阵在求矩阵秩及其相关不等式证明中的应用。本文中，我们将首先给出

高等代数研究生入学考试中常考的不等式。然后，我们将结合高等代数研究生入学考试试题详细讨论矩

阵秩的不等式的应用。具体将从在矩阵秩的相关理论中、在分块矩阵中、在线性空间与线性变换中、以

及向量组、方程组相关理论中，阐述矩阵秩的不等式在高等代数解题中的应用。 

2. 矩阵的秩及常见矩阵秩的不等式 

矩阵的秩[5]是指矩阵中行(或列)向量组的秩，与之等价的说法通常是指矩阵中不为零的子式的最高

阶数。下面我们将列出一些常见矩阵秩的不等式： 
1) 设 A，B 都是数域 P 上 s n× 矩阵，有 

( ) ( ) ( )r A B r A r B+ ≤ +  

这里 ( )r A 表示矩阵 A 的秩[5]。 
2) 设 A 是数域 P 上 s n× 矩阵，B 是数域 P 上 n m× 矩阵，有 

( ) ( ) ( ){ }min ,r AB r A r B≤  

这里 ( )r A 表示矩阵 A 的秩[5]。 
推论 1 [5]：如果 1 2 tA A A A=  ，那么 

( )
1

rank mix jj t
A A

≤ ≤
≤  

3) 设 A，B 都是 m n× 矩阵，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )r A r B r A B r A r B− ≤ ± ≤ +  

4) 设 A，B 都是 n n× 矩阵，有 

( ) ( )
A C

r A r B r
O B
 

+ ≤  
 

 

5) Sylvester 不等式：设 A，B 分别是 s n× ，n m× 矩阵，则 ( ) ( ) ( )r AB r A r B n≥ + − 。特别地，当 0AB =
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时，有 ( ) ( )r A r B n+ ≤ 。 
6) Frobenius 不等式：设 A、B、C 分别为m n× ， n s× ， s t× 矩阵，则有 

( ) ( ) ( ) ( )r ABC r AB r BC r B≥ + −  

3. 矩阵秩的不等式在高等代数考研试题中的应用 

矩阵的秩是一个重要、基本的数学概念，是矩阵最重要的数字特征之一。在矩阵的秩的相关理论、

分块矩阵、线性方程组解的判定和求解、线性变换等方面应用十分广泛。下面我们将从矩阵秩的相关理

论中、在分块矩阵中的应用、在线性空间与线性变换中的应用、方程组相关理论中的应用，阐述矩阵秩

的不等式在高等代数考研解题中的应用。 

3.1. 在矩阵秩的理论中的应用 

矩阵的秩是矩阵的重要特征，我们常常会利用矩阵秩的一些常见不等式，解决矩阵相关问题，其中

Sylvester 不等式应用极其广泛。 
例 1 (2020 年中国科学院大学高等代数考研试题 3)已知 n 阶方阵 A 满足 2

nA I= 。 
问： ( ) ( )n nI A I A+ + −秩 秩 为何值，并给出证明过程。 
分析：已知 n 阶方阵 A 满足 2

nA I= ，即 ( )22 0nI A− =秩 。利用 Sylvester 不等式，则有

( )( ) ( ) ( )n n n nI A I A I A I A n + − ≥ + + − − 秩 秩 秩 。 
证明：因为 

2
nA I=  

所以，有 

( )( ) 22
n n nI A I A I A O+ − = − =  

即  

( )( ) 0n nr I A I A + − =   

利用 Sylvester 不等式，得 

( ) ( )n nI A I A n+ + − =秩 秩  

例2 (2011年华中科技大学考研试题3)设A，B都是m n× 矩阵，C是 n n× 矩阵，且 A BC= ， ( )rank B n= ，

证明： 

( ) ( )rank rankA C=  

分析：利用 Sylvester 不等式，可证 ( ) ( ) ( )rank rank rankA BC C= ≥ ，再利用 

( ) ( ) ( ){ }min ,r AB r A r B≤ ，可证 ( ) ( ) ( )rank rank rankA BC C= ≤ ，即可得 ( ) ( )rank rankA C= 。 
证明：因为 A BC= ，A，B 都是m n× 矩阵，C 是 n n× 矩阵 
所以， 

( ) ( ) ( ) ( )rank rank rank rankA BC B C n= ≥ + −  

又因为， 

( )rank B n=  

所以， 
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( ) ( )rank rankA C≥  

而  

( ) ( ) ( )rank rank rankA BC C= ≤  

所以，  

( ) ( )rank rankA C=  

例 3 (2020 年华东师范大学高等代数考研试题 9)设 n 为奇数， ( ), nA B M∈  且 2A O= ，证明：AB BA−

不可逆。 

分析：根据 2A O= ，利用 Sylvester 不等式，有 ( ) 1
2 2
n nr A −

≤ ≤  (n 为奇数)，再利用 

( ) ( ) ( )r A B r A r B± ≤ + 、 ( ) ( ) ( ){ }min ,r AB r A r B≤ 两个不等式，可求得 ( ) 1r AB BA n n− ≤ − < ，即

AB BA− 不可逆。 
证明：由于 2A O= ，利用 Sylvester 不等式，可得 

( )
2
nr A ≤  

又因为，n 为奇数，所以可得 

( ) 1
2

nr A −
≤  

即，可求 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1r AB BA r AB r BA r A r A n− ≤ + ≤ + ≤ −  

所以，  AB BA− 不可逆。 
例 4 (2012 年河南师范大学高等代数考研试题)设矩阵 

1 2 1 3 1

2 1 2 3 2

3 1 3 2 3

1 2 3

0
0

0

0

n

n

n

n n n

x x x x x x
x x x x x x

A x x x x x x

x x x x x x

+ + + 
 + + + 
 = + + +
 
 
 + + + 







    



, 

证明： ( )*r A n= 或者 1。 
分析：将矩阵 A 拆分两个矩阵之和形式，再利用秩的不等式性质 ( ) ( ) ( )r A r B r A B− ≤ + ，可得

( ) 1r A n≥ − ，由例题 8 的结论可证明 ( )*r A n= 或者 1。 
证明：由于 

( )

1 1 2

2 1 2

1 2

1 1 1

n

n

n n

x x x x
x x x x

A

x x x x

−   
   −   = +
   
   

−   







    



, 

故由 

( ) ( ) ( )r A r B r A B− ≤ +  

有 
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( ) ( )

1 2 1

1 2 2

1 2

1 1 1 1

n

n

n n

x x x x
x x x x

r A r r n

x x x x

 −   
    −     ≥ − = −    
    

−      







    



 

故当 ( ) 1r A n= − 时， ( )* 1r A = ；当 ( )r A n= 时， ( )*r A n= 。 

3.2. 在分块矩阵中的应用 

矩阵分块的目的是为了将阶数大的矩阵，看成由一些小矩阵组成的低阶矩阵，并把这些小矩阵当做

数一样来处理。我们常常可以利用矩阵秩的不等式来解决分块矩阵的有关题型，有时也可以应用分块矩

阵证明有关矩阵的秩的某些性质。 
例 5 (2020 年湖南师范大学高等代数考研试题证明题 2)用 ( )r A 表示 A 的秩，A，B 都是 n 阶方阵，证

明： 

( ) ( ) ( )r AB r A r B n≥ + −  

分析：要证明上式，只需证明 ( ) ( ) ( )r AB n r A r B+ ≥ + ，利用初等变换不影响矩阵的秩，将不等式左

边
n

AB O
O

r
E

 
 
 

转换成 nA E
r

O B
− 
 
 

，再利用 A，B 都是 n 阶方阵，有 ( ) ( )  
A C

r A r B r
O B
 

+ ≤  
 

，即可证 

明 ( ) ( ) ( )r AB r A r B n≥ + − 。为了方便，我们在运算过程中，用 r 表示矩阵的行，c 表示矩阵的列。 1 2r Br+

表示将分块矩阵的第二行左乘矩阵 B 加到第一行。 1 2c Ac− 表示将分块矩阵的第二列左乘矩阵 A 减到第

一行。 1 2r r↔ 表示将分块矩阵的第一行与第二行交换位置。 
证明：由于 

1 2 1 2 1 2r Br c Ac r r n

n n n

O OAB AB B B A E
E E A E OO BO

+ − ↔ −       
→       −       

→ →  

因为，A，B 都是 n 阶方阵，则 

( ) ( )nA E
r r A r B

O B
− 

≥ + 
 

 

而 

( ) nA E
r AB n r

O B
− 

+ =  
 

 

所以， 
( ) ( ) ( )r AB r A r B n≥ + −  

例 6 (2020 年兰州大学高等代数考研试题 4 证明题)设 A 为m n× 矩阵，B 为 n s× ，C 为 s t× 矩阵，试

证： 
( ) ( ) ( ) ( )rank rank rank rankAB BC B ABC+ − ≤  

分析：要证明上式，只需证明 ( ) ( ) ( ) ( )rank rank rank rankAB BC ABC B+ ≤ + ，再利用方块矩阵做一系

列的初等变换，可得到 

( ) ( )

( ) ( )

rank rank rank rank rank

rank rank

AB O AB ABC O ABC
AB BC

B BC B O B O
ABC B

     
+ ≤ = =     

     
= +
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证明：设 , , ,s t m nE E E E 分别为 ,s t 阶单位矩阵， 
则由于 

s

t

E CAB ABC AB O
O EB O B BC

    
=    −    

 

m

n

E A AB ABC O ABC
O E O BC B O

−    
=    

    
 

且 

,s m

t n

E C E A
O E O E

−   
   −   

 

是可逆矩阵，故 

( ) ( )

( ) ( )

rank rank rank rank rank

rank rank

AB O AB ABC O ABC
AB BC

B BC B O B O
ABC B

     
+ ≤ = =     

     
= +

 

所以 

( ) ( ) ( ) ( )rank rank rank rankAB BC B ABC+ − ≤  

3.3. 在线性空间与线性变换理论中的应用 

线性空间的维数其实质是向量组的秩的问题，线性变换的值域与核的维数问题，其实质也是向量组

的秩的问题。 
例 7 (2020 湖南师范大学高等代数考研试题证明题 2)用 ( )r A 表示 A 的秩，A，B 都是 n 阶方阵，证明： 

( ) ( ) ( )r AB r A r B n≥ + −  

分析：除了利用上述例 4 用分块矩阵求解外，也可以利用线性空间的维数来解，将 ( )r B 用 

{ }dim |U Bx x V= ∈    (U 是 B 像，V 是 n 维列向量空间)表示，定义一个线性变换 : ,V V x Axϕ →  ，那

么 ( )dim ker n r Aϕ = −  ( dim kerϕ 指 0Ax = 解集的维数)。所以， 

( ) { } ( ) { }
( ) ( )

dim dim | dim |

dim dim ker

U ABx x V r AB Au u U

U r A r B n

ϕ

ϕ

= ∈ = = ∈

≥ − = + −
 

证明：记 V 是 n 维列向量空间，令 { }|U Bx x V= ∈ ，则 U 是 V 的子空间，且 ( )dimU r B= ，再定义

V 上的线性变换 
: ,V V x Axϕ →   

则 

( ) { }|U ABx x Vϕ = ∈  

故 

( ) ( )dim U r ABϕ =  

而 
( )dim ker n r Aϕ = −  

因为 
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{ } { }dim | dim | dim dim kerABx x V Au u U U ϕ∈ = ∈ ≥ −  

所以 

( ) ( ) ( )r AB r A r B n≥ + −  

3.4. 在线性方程组相关理论中的应用 

根据线性方程组系数矩阵和增广矩阵的秩的关系，可以判断一个线性方程组是否有解，可以找出线

性方程组中有效方程的个数，并怎样给出方程组的解。 
例 8 (2016 年北京师范大学考研试题 3)设 A 是 n 阶矩阵， *A 是 A 的伴随矩阵，证明： 

( )
( )
( )
( )

*

,

1, 1

0, 1

n r A n

r A r A n

r A n

=


= = −
 < −

 

分析：考虑 ( )r A 为 n 时，利用 *A A A E= ，
1* 0nA A −= ≠ ，考虑 ( )r A 为 1n − 时，A 至少存在一个

1n − 级子式不为 0，即 ( )* 1r A ≥ ，再利用 Sylvester 不等式，得到 ( )* 1r A ≤ ，最终可得 ( )* 1r A = 。同样考

虑 ( ) 1r A n< − 时，A 的任意 1n − 行皆线性相关，故它的 1n − 级子式为 0，所以 ( )* 0r A = 。 
证明：当 ( )r A n= 时，因为 *A A A E= ，即

1* 0nA A −= ≠ ，所以 ( )*r A n= ； 
当 ( ) 1r A n= − 时， * 0A A A E= = ，则 A 至少存在一个 1n − 级子式不为 0，即 ( )* 1r A ≥ 。 
利用 Sylvester 不等式， 

( ) ( ) ( )* *r A A r A r A n≥ + −  

则 ( )* 1r A ≤ 。 
所以，当 ( ) 1r A n= − 时， ( )* 1r A = ； 
当 ( ) 1r A n< − 时，则A的任意 1n − 行皆线性相关，故它的任意 1n − 级子式都为0，所以，

1* 0nA A −= = 。 
综上所述， 

( )
( )
( )
( )

*

,

1, 1

0, 1

n r A n

r A r A n

r A n

=


= = −
 < −

 

例 9 (2020 年北京师范大学高等代数考研试题 2)若 A 是 m n× 矩阵，B 是 m 维列向量。证明： 

( ) ( )Tr A A r A=  

分析：要证 ( ) ( )Tr A A r A= ，只需证明 T 0A AX = 与 0AX = 同解即可。 
证明：显然， 0AX = 则 T 0A AX = 。 
反之，若 T 0A AX = ，则 T T 0X A AX = ，即 ( )T 0AX AX = 。 
因为，A，X 都是实矩阵，所以 0AX = ，即 T 0A AX = 的解是 0AX = 的解。 
所以， T 0A AX = 与 0AX = 同解， ( ) ( )Tr A A r A= 。 

4. 总结 

秩的不等式常以证明题为主，欲熟练、快速解答该类题，需掌握一些必要的秩的不等式性质，如

Sylvester 不等式、Frobenius 不等式等。除了能够熟练掌握秩的不等式性质以外，同时也需联系矩阵、线

性空间与线性变换相关理论，通过归纳总结得出最优解题方式。 
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