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1. 引言 

本文采用的记号同文[1]，文[2]。如 R 表示曲线的曲率半径， 1R 表示 R 对弧长的一阶导数
d
d
R
s
， 2R 表

示 R 对弧长的二阶导数
2

2

d
d

R
s

，r 表示曲线的密切半径，α 表示曲线的密切角…… 

设 

( )d ,
d
x p x y
t
= ， ( )d ,

d
y q x y
t
= ，                               (1) 

是足够光滑的平面微分系统，在文[2]我们指出，若系统(1)存在极限环，那么一定存在与极限环相关

的三个特殊性质： 
1) 极限环存在某种异于附近轨线的特殊性质； 
2) 极限环附近存在特殊结构，即极限环附近有特殊的局部性质； 
3) 系统的轨线族存在特殊的结构，即系统的轨线有特殊的整体性质。 

这三个特殊性质，是求解极限环(方程)的关键。性质 1)，2)文[2]已进行了讨论，本文作一些补充，

重点讨论性质 3)。 

2. 对性质 1)的讨论 

定义 1 平面曲线 L 的密切渐屈线称为曲线一阶密切渐屈线，一阶密切渐屈线的密切渐屈线称为曲线

L 的二阶密切渐屈线。依次类推，我们可以定义曲线 L 的 n 阶密切渐屈线 ( )3,4,n =  。 
定义 2 若平面曲线的 n 阶密切渐屈线是有心曲线，则称曲线是 L 是 1n + 阶有心曲线 ( )1,2,3,n =  。 
例 1 若平面曲线 L 上点的密切中心 ( ),X Y 满足方程： 2 2 1X Y+ = ，则曲线 L 是二阶有心曲线。 
定义 3 系统(1)的极限环若是 n 阶有心曲线，则称此极限环为系统(1)的 n 阶聚焦环 ( )2,3,n =  。 
显然系统(1)的 n 阶聚焦环都是可求的 ( )2,3,4,n =  。 
下面讨论具有另一种特殊性质的极限环。 
设 ( ):L y y x= 是足够光滑的平面曲线。( ) ( )1 1, , ,x y x y 是曲线 L 上相邻的两点，( ) ( )1 1, , ,X Y X Y 分别是 

它们的密切中心。过点 ( ),X Y ，作点 ( ),x y 处曲线L切线的平行线： ( )v Y y x
u X
− ′=
−

。过点 ( )1 1,X Y 作点 ( )1 1,x y

处曲线 L 切线的平行线 ( )1
1

1

v Y y x
u X
− ′=
−

。求两直线交点 ( ),u v 并令 ( )1 1,x y 沿曲线 L 趋于点 ( ),x y ，得 

( )
( )

d
dlim

Yy x
xu u X

y x

′ −
= = +

′′
                                (2) 

( )
( )

( )

d
dlim

Yy x
xv v Y y x

y x

′ −
′= = +

′′
                              (3) 

其中 
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( ) ( ) ( )( )
( )( )

4 52 3 2

24 2

3 40 45 9d
d 3 5

y y y y y y y y yY
x y y y

′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′− − +
=

′′ ′′′−
                      (4) 

定义 4 由(2)、(3)两式确定的点 ( ),u v 称为曲线 L 点 ( ),x y 的镜像，点 ( ),x y 到点 ( ),u v 的映射 

( ) ( ): , ,T x y u v→                                    (5) 

称为镜面映射。 ( ) ( ) ( ){ }, ; ,T L u v x y L= ∈ 称为曲线 L 密切渐屈线的渐伸线。 
定义 5 设 ( ) ( ), , ,x y x x y y+ ∆ + ∆ 是曲线 L 上相邻两点，它们的镜像分别是 ( ) ( ), , ,u v u u v v+ ∆ + ∆ 令 

( ),x x y y∆ + ∆ 沿曲线 L 趋于 ( ),x y ，若
2 2

2 2

dlim
d

u v u
xx y

∆ + ∆
=

∆ + ∆
为常数，即

2

2

d
d

u O
x

= ，则称曲线 L 为镜面曲线，

特别地，当文[2]定义 2.2 中散度 V 在曲线 L 上为常数时，称曲线 L 为超镜面曲线。 
定义6 若曲线L密切渐屈线的渐伸线 ( )T L 为n阶中心线时，称曲线L为次n阶有心线 ( )1,2,3,n =  。 
定义 7 平面微分系统的极限环，若为(超)镜面曲线时，则称此极限环为(超)镜面环。若极限环为次 n

阶中心曲线，则称此极限环为次 n 阶聚焦环 ( )1,2,3,n =  。 
显然平面微分系统的(超)镜面环，次 n 阶聚焦环都是可求的 ( )1,2,3,n =  。 

3. 对性质 2)讨论 

在文[2]中，我们给出了几何相似环，保角相似环……的定义，并且证明了文[2]例 1 系统 

( )2 2d 1
d
x y x x y
t
= − + + − ， ( )2 2d 1

d
x x y x y
t
= + + − 的极限环 2 2 1 0x y+ − = 是几何相似环。这里我们要指出：

该极限环上的点 ( ),x y 的几何相似中心 ( ),u v ，
4 2

5
x yu +

= ，
4 2

5
y xv −

= 满足
2

2 2 4
5

u v  + =  
 

，即相似中心

全体组成一个圆，对此有： 

定义 8 平面微分系统极限环的点 ( ),x y 与其相似中心 ( ),u v ，若满足

2 2

2

d d
d d

1

u v
x x

y

   +   
   

′+
是常数，则称

此极限环为强几何相似环。 
定义 8 可推广到其它类型的相似环。 

若将文[2] (11)，(12)式中的 0K ，换成曲线 r0 = 常数( 0
rr
R

= )的斜率 0
3

0

x

y

r
K

r
= ，换成散度 V = 常的斜

率 4
x

y

V
K

V
= − ……还可得平面微分系统的保形相似环，同焦度相似环…… 

之所以要列出这些相似环，因为根据极限环附近轨线的分布特点，可以断定：平面微分系统的极限

环必定是某种型类的相似环，这里我们已经列举出大部分类型。 

4. 关于性质 3)的讨论 

性质 3)中轨线族的整体性质，也就是轨线族的整体结构，它由轨线族中轨线的演变方式所决定。微

分系统的轨线不是孤立的，每一条轨线都是另一条轨线按照每个微分系统各自特有的方式演变而成。在

轨线的演变过程中，轨线上每一点的运动轨迹构成了平面微分系统的一条经线。记 M 为平面微分系统的

轨线族，N 为经线族。同轨线族 M 一样，每个光滑平面微分系统的经线族 N 存在且唯一。 
例 2 系统 
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2

d
d
x y
t b
= ， ( )2

d 0
d
y x ab
t a
= − ≠                              (6) 

的轨线族
2 2

2 2 ;0x yM c c
a b

 
= + = < < +∞ 
 

，经线族 { }0, ;N x y cx c= = = −∞ < < +∞ 。 

例 3 系统 

d
d
x ax by
t
= + ，

d
d
y bx ay
t
= − +  ( )0ab ≠                         (7) 

的轨线族(用极坐标表示) e ;0
a
bM c c
ϕ

ρ
−  = = < < +∞ 

  
，经线族 { };0N c cρ= = < < +∞ 。 

从例 2，例 3 可以看出： 
1) 光滑的平面微分系统的经线族 N 存在且唯一； 
2) 轨线上的点沿经线运动时，轨线的局部性质变化最小； 

3) 系统的经线反映了系统轨线的演变方式即轨线族的整体性质。系统(5)轨线上的点沿射线 y cx= 运

动演变另一条轨线，这种系统我们称为相似系统。系统(7)轨线上的点沿圆周 cρ = 运动演变成另一条轨线，

这种系统我们称为旋转系统。 
4) 通过系统的经线，可以分析系统轨线的分布密度，了解微分方程解的稳定性； 
5) M N φ= 。 
这 5 条性质，前 4 条对所有的平面微分系统都成立，唯有性质 5)不是对所有微分系统都成立。我们

认为：若平面微分系统存在极限环 L，则必有 L M N∈  。即存在极限环的微分系统的 M N 一定非空，

而且极限环必定属于 M N 。这就是存在极限环的平面微分系统轨线族具有特殊整体性质 3)。根据这一

性质，我们只要求出微分系统的经线族 N，就可以从 M N 中得到系统的所有极限环，从而彻底解决平

面微分系统极限环的存在性以及存在个数问题。 
如何求平面微分系统的经线呢？根据经线的性质 2)，我们考虑： 

定义 9 设 ( )1 2,G g g= 是系统(1)轨线上点 ( ),x y 的基因。在以点 ( ),x y 为中心， ε 为半径的圆周： 

cos , sinx x x y y yε ϕ ε ϕ+ ∆ = + + ∆ = +                            (8) 

上的点 ( ),x x y y+ ∆ + ∆ 的基因为 ( )1 1 2 2,G G g g g g+ ∆ = + ∆ + ∆ ，则 ( ) ( )2 2
1 2G g g∆ = ∆ + ∆ 在圆周(8)上一定

取到最小值。即在圆周(8)上一定存在一点 ( ),x x y y+ ∆ + ∆ 是 G∆ 的最小值点。当 0ε → 时，这些最小值点

构成一条经过点 ( ),x y 的曲线我们称为基因 G 的遗传曲线。 

根据定义 9，可求得系统(1)点 ( ),x y 基因 G 的遗传曲线的斜率
d
d
y
x
由方程： 

2d d 1 0
d d
y yH
x x

  + − = 
 

                                   (9) 

所确定。其中 
2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2

x y x y

x y x y

g g g g
H

g g g g
− + −

=
+

                                 (10) 

方程(9)有两个根，其中一个
d
d
y
x
就是基因 G 变化最小的方向，另一个与

d
d
y
x
正交的

1d
d
y
x

−
 − 
 

就是基因

G 变化最大的方向。 
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有时轨线及基因的遗传曲线用极坐标方程表示更方便。此时基因 G 遗传曲线 ( )ρ ρ ϕ= 的导数
d
d
ρ
ϕ
由

方程 
2

2d d 0
d d

Hρ ρ ρ
ϕ ϕ

 
+ − = 

 
                                (11) 

确定。其中 

( ) ( )1 2 1 2

2 2 2 2 2

1 1 2 2

g g g g
H

g g g g
ρ ρ ϕ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ

ρ− + + +
=

+
                           (12) 

定义 9 基因 G 的遗传曲线正是例 2 系统(5)，例 3 系统(7)的经线。这类以基因 G 的遗传曲线为经线

的系统，我们称为简单系统。而大多数平面微分系统是复杂系统，它们的经线不是基因 G 的遗传曲线，

这是为什么呢？因为 G 中 1 0 sing r α= 是轨线的拱度， 2 0 cosg r α= 是轨线的拱偏度，是两种截然不同的

几何性质。在轨线演变过程中， 1g 与 2g 有不同的变化规律，在定义 9 中把它们象点的坐标的两个分量一

样看待，用定义点的距离大小的方法定义轨线性质变化大小是不合适的，在复杂系统中不能真实反映轨

线演变过程中点的运动轨迹。于是如何求一般平面微分系统的经线是我们面临的一个问题，本文从以下

几个方面进行探讨。 

4.1. 曲线基因表示的坐标化 

要用定义 9 定义基因的变化大小就必须使得表示基因的各个量，除了表示距离以外不能有其它几何

意义，也就是做到基因的坐标化表示。 

如何做到基因表示的坐标化呢？从文[1]的定理 1，2，3，4 我们知道：足够光滑的平面曲线在它的每

一点处有一条圆锥曲线为它的 4 阶密切曲线，也就是平面曲线与它密切圆锥曲线在切点的基因是相同的，

所以只要解决了圆锥曲线基因的坐标化，就解决了所有平面曲线基因的坐标化。又因为圆锥曲线族 

{
1 cos

c
e

ρ
ϕ

=
−

；e 是常数，0 c< < +∞ }是相似曲线族，我们只要解决其中一条曲线 0

1 cos
c

e
ρ

ϕ
=

−
的基因

坐标化，就解决了整个曲线族的曲线基因坐标化。为此我们考虑系统： 

( )d 1
d
u v u
t
= + ， 2d

d
v v u
t
= −                                (13) 

与系统 ( )d 1
d
u v u
t
= − ， 2d

d
v v u
t
= − 。由于两个系统讨论相同，下面以系统(13)为例进行讨论。系统(13)的

轨线族 
2 2

;0
1e

u vM e e
u

 + = = < < +∞ 
+  

                            (14) 

用极坐标方程表示 ;0
1 coe

eM e
e s

ρ
ϕ

 
= = < < +∞ 

− 
。 eM 中的曲线称为 e 曲线，记做 eL 。系统(13)中点的

坐标用 ( ),u v 表示，是因为以后我们经常要用到这一特殊的系统。 

系统(13)的轨线族 eM 有以下性质： 
1) eM 中的曲线 eL 都以 1u = − 为准线，原点 0 为焦点； 
2) eM 包含了所有类型的圆锥曲线； 
3) eM 中曲线的离心率 e 两两不相同； 
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4) 光滑平面曲线任一点的密切圆锥曲线必定和 eM 中唯一一条曲线 eL 相似(有相同的离心率)。 
因此我们只要解决了 eM 中曲线 eL 的基因坐标化，就解决了所有平面曲线基因的坐标化。 
下面讨论 eM 中曲线基因的坐标表示。 

eL 上的点 ( ),u v 到焦点 ( )0,0 的距离 2 2u v+ ，到准线 1u = − 的距离为 1u + ，
2 2

1
u v e
u
+

=
+

的点全体就

是 eL 。所以 ( )2 2 , 1u v u+ + 不仅可以确定点 ( ),u v 在 eL 上的位置，而且可以确定 eL 。因此有： 

定义 10 ( ) ( )2 2
1 , , 1G u v u v u= + + 称为 eL 上点 ( ),u v 的线状基因。 

另外曲线 eL 也是点 ( ),u v 到焦点 ( )0,0 的距离 2 2u v+ 与点 ( ),u v 到另一焦点 ( )2 ,0U 的距离 

( )2 22u U v− + 之和(或之差)为常数的点的集合(其中
2

21
eU

e
=

−
)，也就是以点 ( ),u v ， ( )0,0 ， ( )2 ,0U 为

顶点三角形也完全确定了曲线 eL ，我们把这个三角形三个顶点坐标合在一起，并略去其中的常数 0，有： 

定义 11 ( ) ( )2 , , , 2G u v u v U= 称为曲线 eL 上点 ( ),u v 的点状基因。 
这样我们就得曲线 eL 点基因的两种坐标表示： 1G ， 2G 。下面我们讨论足够光滑的平面曲线

( ): , 0L f x y = 上点 ( ),x y 的基因坐标表示。 
定义 12 设点 ( ),x y 是曲线 L 上任一点，它的基因是 ( ),G x y ，根据曲线族 eM 的性质 4，必存在唯一

的 e eL M∈ ， eL 有点 ( ),u v 的基因 ( ) ( ), ,G u v G x y= ，我们称 ( ),iG u v 也为曲线 L 上点 ( ),x y 的 iG 基因。即

( ) ( )( ), , 1, 2i iG x y G u v i= = 。 
根据定义 12： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , , , ,i iG x y G u v G x y G u v g x y g u v= ⇔ = ⇔ = 且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2, , , , , , , ,g x y g u v R x y R u v R x y R x y R u v R u v= ⇔ = =且           (15) 

根据(15)式，有 

定理 1 足够光滑的平面曲线 ( ): , 0L f x y = 在点 ( ),x y 的局部性质由： ( )1 ,R x y 与 ( ) ( )2, ,R x y R x y 所决

定。 
下面求 eL 上点 ( ),u v 的 ,u v 与 ( ) ( ) ( )1 2, , , ,R u v R u v R u v 的关系 

从
2 2

1
u v e
u
+

=
+

，
( )

2d
d 1

v v u
u v u

−
=

+
，可得 

( )
( )2

1

3
,

1

v v u
R u v

u

−
= −

+
                                 (16) 

( ) ( )2 2 2 2 2
1 , 9 1R u v v v e v = + −                               (17) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2, , 3 1 1 2 2R u v R u v v e v v = + + −                         (18) 

从(17)，(18)两式消去 2e 可得： 

( )4 2 2 2
2 1 19 3 2 0v RR R v R+ − − =                              (19) 

从(17)，(18)两式还可得： 

( )
( )

2 2 2
1 22

2 2

2 1 3

9 1

v R v RR
e

v v

+ −
=

+
                               (20) 

解方程(19)，并取定一根 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )22 2 2
1 2 1 2 2 1 1

1, , , , 2 2 3 2 3 2 36
6

v v R u v R u v R u v R RR RR R R= = − + − +          (21) 

代入(16)式： 

( ) ( ) ( )( )
3

1
1 2

1

3 , , , ,
3
R vu u R u v R u v R u v

v R
+

= =
−

                        (22) 

将(21)，(221)式中 ( ) ( ) ( )1 2, , , ,R u v R u v R u v 分别换成曲线 L 点 ( ),x y 的 ( ) ( ) ( )1 2, , , ,R x y R x y R x y 得： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , ,v v x y v R x y R x y R x y= =                         (23) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , ,u u x y u R x y R x y R x y= =                         (24) 

从(20)式还可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , ,e e x y e R x y R x y R x y= =                         (25) 

于是得到曲线上点 ( ),x y 的线状基因 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
1 , , , , , 1G x y u x y v x y u x y= + +                        (26) 

点状基因 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 , , , , , 2 ,G x y u x y v x y U x y=                          (27) 

其中 ( ) ( )
( )

2

2

,
1 ,

e x y
U xy

e x y
=

−
。 

定义 13 将定义 9 中点 ( ),x y 的基因 ( ),G x y 换成点 ( ),x y 的基因 ( ),iG x y ，得到的曲线称为系统(1)

基因 iG 的遗传曲线。 iG 遗传曲线的斜率
d
d
y
x
由方程： 

2d d 1 0
d di
y yH
x x

  + − = 
 

                                 (28) 

确定。 iG 遗传曲线的全体记为 ( )1,2iN i = 。 

其中
( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 2 2 2

1 2 2 2 2

1
x y

x y

u v u v
H

u v u v

+ − + +
=

+ +
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2

4 4

4
x yx y x y

x yx y x y

u u v v U U
H

u u v v U U

− + − + −
=

+ +
 

例 4 求系统(13)的 1N ， 2N 。 
为方便，系统(13)的 ( ) ( )2 2

1 , , 1G u v u v u= + + 用极坐标表示： ( )1 ,1 cosG ρ ρ ϕ= + 。由(12)式有： 

( )2 2 2 2

1

1 cos sin 2 cos
sin cos sin

H
ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ ϕ ϕ

− + +
= =

−
于是

2
2d 2 cos 0

d sin
ρ ρ ϕ ρ
ϕ ϕ

 
+ − = 

 
。 

解之得
( )cos 1d

d sin
ρ ρρ

ϕ ρ
±

= 。 

于是
1 cos

cρ
ϕ

=
+

，
1 cos

cρ
ρ

=
−

， 0 c< < +∞。 
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显然
1 cos

cρ
ϕ

=
+

不是 G1的遗传曲线，所以 1 ;0
1 cos

cN cρ
ϕ

 
= = < < +∞ − 

， 1
1

1 coseM N ρ
ϕ

 
= = − 

  

从 ( ) ( )2 , , , 2G u v u v U= 得：
2 2

2
u v

u v

U U
H

U U
−

= ，
2 2 2d d 1 0

d d
u v

u v

U Uv v
u U U u

−  + − = 
 

。 

解之得
d
d

u

v

Uv
u U
= −  (另一解

d
d

v

u

Uv
u U
= )于是

2

21
eU

e
= =

−
常数，即 2 eN M= 。 

从例 4，我们可以分析得到系统(1) M N 的一些性质： 
1) M N 将 M 分成若干个独立的子系统； 
2) 每个独立的子系统只含有椭圆型轨线，抛物型轨线，双曲型轨线之中的一种轨线，不同型轨线不

在同一子系统中。 
在分析 1G 与 2G 哪个更适合作为基因的坐标表示时，我们发现：系统中基因越接近的点，它们的密

切中心 ( ),X Y 相隔的距离也越小。根据这一现象，有： 
定义 14 将定义 9 点 ( ),x y 的基因 G 换成点 ( ),x y 的密切中心 ( ),X Y ，得到的曲线称为系统(1)的中心 

遗传曲线，它们的全体记为 3N 。系统(1)中心遗传曲线斜率
d
d
y
x
由方程： 

2

3
d d 1 0
d d
y yH
x x

  + − = 
 

                                 (28) 

确定。

2 2 2 2

3
x y x y

x y x y

X X Y Y
H

X X Y Y
− + −

=
+

。 

对于系统(12)而言，点 ( ),u v 的密切中心为 ( ),0U 。所以
2 2

3 2
u v

u v

U U
H H

U U
−

= = ，于是 

3 2 eN N M= =  

虽然点 ( ),x y 的密切中心 ( ),X Y 并不表示点 ( ),x y 处轨线的性质，但是它在轨线演变过程中，有其自

身的变化规律。如能掌握，也能帮助我们找到系统的经线。除了用定义 9，我们还可以其它方面考虑系

统的经线问题。 

4.2. g1，g2的梯度与基因突变环 

系统(1)轨线在点 ( ),x y 处 ( ),i ix iygradg g g= 的方向是 ig 变化率最大的方向， ig 沿方向 

( )cos ,sinlβ β β=


的方向导数为 ( )cos sin 1,2i
ix iy

g
g g i

lβ
β β

∂
= + =

∂
。 

定义 15 若方向 ( )cos ,sinlβ β β=


满足： 

11 2

2

gradgg g
l l gradgβ β

∂ ∂
=

∂ ∂
 

则称方向 lβ


为基因 G 的(与梯度)同步遗传方向，方程 
d
d
y tg
x

β=                                       (29) 

经过点 ( ),x y 的积分曲线称为基因 G 的同步遗传曲线，它们的全体记为 4N 。其中 
2 2 2 2

1 2 2 2 1 1

2 2 2 2
1 2 2 2 1 1

x x y x x y

y x y y x y

g g g g g g
tg

g g g g g g
β

+ − +
= −

+ − +
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显然 4
qM N tg
p

β
 

= = 
 

 。系统(1)的 1 2 3, ,N N N 一般比较难求，但 iM N 都和 4M N 一样容易求，

因为 ( )
2 2

1, 2,3i i
p qM N H i

pq
 −

= = = 
 

 。 

定义 16 若系统(1)的轨线 iL M N∈  ，则称 L 系统(1)的 iN 分界环 ( )1,2,3,4i = 。 
注意 iN 分界环不一定是极限环。 
通过 4N 的定义可以看出，等拱线： 1g =常数，等偏拱线： 2g =常数，等径线： 0r =常数都是系统

(1)的重要曲线。 
定义 16 

( ) 0 1 0 1
1

0 1 0 1

, x y y x

x x y y

r g r g
x y

r g r g
−

Λ =
+

                               (30) 

称为系统(1)在点 ( ),x y 的拱变度。 

( ) 0 2 0 2
2

0 2 0 2

, x y y x

x x y y

r g r g
x y

r g r g
−

Λ =
+

                              (31) 

称为系统(1)点 ( ),x y 的偏拱变度。 

( ) 1 2 1 2

1 2 1 2

, x y y x

x x y y

g g g g
x y

g g g g
−

Λ =
+

                              (32) 

称为系统(1)点 ( ),x y 的基因变异度。 
如何通过这些变异度去求系统(1)的经线暂不讨论。我们考虑极限环： 

定义 17 系统(1)中， ( ),x yΛ 在等径线 0r =常数上的极值点称为系统(1)的基因突变点.由基因突变点

组成的曲线称为系统(1)的基因突变线，其全体记为 *N 。 
显然 *N 不是系统(1)的经线族，但很重要，因为我们猜测：平面微分系统的任一极限环 L 都是系统

的基因突变线，即任一极限环 *L N∈ 。 

4.3. 平面曲线的全盈度 

我们在文[2]定义了平面曲线的盈度，并指出相对于拱度，盈度应用起来不方便，是因为没有合适的

量与盈度配对完整地表示曲线的局部性质。下面解决这一问题。由于文[2]定义 1.3 有一点问题，我们重

新定义曲线的盈度。 

设 L 是足够光滑的严格凸平面曲线，O 点是曲线 L 上一点，以过 O 点的切线为 x 轴，法线为 y 轴，

如图 1 建立直角坐标系。设曲线 L 的方程为： ( )y y x= 。 
 

 
Figure 1. Curve ( )y y x=  

图 1. 曲线 ( )y y x=  
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过 O 点附近曲线 L 点 ( ),M x y 作 x 轴的平行线与曲线 L 交于另一点 ( )1 1,M x y ，有 ( ) ( )1y x y x= ，由 

此确定 1x 是 x 的函数并且由文[2]有： ( )1 0 1x′ = − ， ( ) ( )
( )1

2 0
0

3 0
y

x
y
′′′

′′ = −
′′

， ( ) ( )
( )

2

1 2

2 0
0

3 0
y

x
y
′′′

′′′ = −
′′

。 

曲线 L 在 O 点的密切圆： ( ) 2 2
0 0f x R R x= − − ， ( )0

1 0R
y

=
′′

。 

在区间 [ ]1,x x 上曲线 L 的拱高为 ( )y x ，弦长为 1x x− ，在区间 1 1,
2 2

x x x x− − −  
上密切圆的拱高为

1

2
x xf − 

 
 

，弦长也是 1x x− 。两拱高之差与点 O 处曲线的曲率 ( ) 1
0R −

之比

( )

( )
( )

1

2
1

0

2 0

x xy x f
y

R −

− −  
  = 。 

因此有： 
定义 18 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
40 4 2

1 2 40

3 0 0 9 0 5 02
0,0 lim

( ) 18 0x

x xR y x f
y y y y

y x y
ω

→

 −  −    ′′ ′′ ′′′− −  = =
′′

          (32) 

称为曲线 L 在 O 点(相对于圆弧)的主盈度。 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 1 2

10,0 0,0 3 0,0 0,0
18

R R Rω = − 。 

所以称 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 1 2

1, , 3 , ,
18

x y R x y R x y R x yω = −                       (33) 

为曲线 L 在点 ( ),x y 的主盈度。 
下面考虑曲线 L 拱的弦长与密切圆拱的弦长的比较。 

设密切圆在 0x 点的拱高 ( )0f x 与曲线 L 在 x 点的拱高相等： ( ) ( )0f x y x= 。由此确定 0x 与 x 的函数

关系，对 ( ) ( )0f x y x= 两边关于 x 求导： ( ) ( )0 0f x x y x′ ′ ′= 再求导： ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0f x x f x x y x′′ ′ ′′ ′′+ = 继续求 

导： ( ) ( ) ( ) ( )3
0 0 0 0 0 0 03f x x f x x x f x x y x′′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′′ ′′′+ + = 可得 ( )0 0 1x′ = ， ( ) ( )

( )0

0
0

3 0
y

x
y
′′′

′′ =
′′

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

4 4 2

0 2

3 0 0 9 0 0
0

12 0
y y y y

x
y

′′ ′′ ′′′− −
′′′ =

′′
。 

在两拱高相等的情况下，密切圆拱的弦长 02x ，并且 ( ) ( )2
00

0 02 2
f xx

f x R
 

= −  
 

。而曲线 L 拱的弦长为

1x x− ，该弦被 y 轴分成两部分长度的乘积为 1x x ，因为 ( )
2

1 20 0
2 2

x x x
y− = ，所以有 

定义 19  

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
2

1 0 2
2 2 120

10,0 lim 3 0,0 0,0 2 0,0
182x

x x x
R R R

y x
ω

→

−
= = −                    (34) 

称为曲线 L 在点 O 的偏盈度。 

( ) ( )( ) ( ) ( )2
2 2 1

1, 3 , , 2 ,
18

x y R x y R x y R x yω = −                         (35) 
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为曲线 L 在点 ( ),x y 的偏盈度。 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , ,x y x y x yω ωΩ = 为曲线 L 在点 ( ),x y 的全盈度。 
显然曲线 L 点 ( ),x y 的全盈度 ( ),x yΩ 完全确定了曲线 L 点 ( ),x y 的局部性质，是曲线基因的又一表

示式。 
讨论了曲线基因这么多不同表示，并定义了平面微分系统的曲线族 N1，N2，N3，N4。它们中有没有

系统的经线族 N？还有待确认。即使它们都不是系统的经线族 N，也值得我们研究，因为它们从不同方

面展示了平面微分系统轨线演变的规律。基于这一点有： 
定义 20 系统(1)中曲线 ( ),x yΛ =常数称为系统(1)的基因同变异线，记 

( ){ }5 , ;N x y c c= Λ = −∞ < < +∞ 显然通过 5N ，我们可以知道系统(1)变异相同的点的运动轨迹。 
本文根据存在极限环的系统的三个特殊性质 1)，2)，3)，讨论了极限环的求解问题，得到的结果是

把百年未解决的问题：平面微分系统极限环的存在性与存在个数问题，归结为下面问题之一； 
1) 求平面微分系统的经线族 N； 
2) 求出相似环的所有种类； 

3) 证明任一极限环 *L M N∈  。 
对这三个问题我们另文讨论。 
作为本文的结束，给出本文结果的一个应用。 

例 5 求方程组 ( )d
d
x y F x
t
= − ，

d
d
y x
t
= − ，其中 

( )
3

3
xF x xµ

 
= − 

 
                                   (36) 

的 3N 分界环。 
方程组与 vanderPol 方程等价[3]。 

从(36)式，得
d
d
y xy
x y F

′ = = −
−

 

( ) ( )
( )

2 2

3

y F xF y F x
y

y F

′− + − +
′′ = −

−
 

( )( ) ( )( ) ( )
( )

3 22 2 3

5

2 3 2 5 3F xF y F x xF y F x F y F x
y

y F

′ ′′ ′ ′+ − + + − + − +
′′′ = −

−
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

5 4 32 2 3
4

7

22 2 2 3 4

7

3 3 6 6 23 7 6

18 26 35 15

F xF y F F xF F y F xF x F xF y F
y

y F

x x F y F x F y F x

y F

′′ ′′′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′+ − + + + − + + + −
= −

−

′ ′+ − + − +
+

−
 

其中 ( )2 1F xµ′ = − ， 2F xµ′′ = ， 2F µ′′′ = 。 
代入文[2]的(3)，(4)两式，得到方程(36)中点 ( ),x y 的密切中心 ( ),X Y 为： 

( )4 2

3
3 5

y y BX x x
Ay y y

′′ ′′′
= − = −

′′ ′′′−
 

( )
( )

2

4 2

3 3

3 5

y y y y CY y y
Ay y y

′′ ′ ′′′ ′′−
= − = −

′′ ′′′−
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其中 

( )
6 6

0

i
i

i
A a y F −

=

= −∑  

( )
5 6

0

i
i

i
B b y F −

=

= −∑  

( )
5 6

0

i
i

i
C c y F −

=

= −∑  

0 9a F xF′′ ′′′= +  

2
1 9 2 7 3a F xF F x F F′ ′ ′′ ′ ′′′= − + +  

3 2 2 3
2 18 4 2 3a xF xF x F F x F′ ′ ′ ′′ ′′′= − − +  

( )20ia x= ， 3,4,5i = . 

0 6 3b F xF′ ′′= +  

2 2
1 9 12 3b x xF x F F′ ′ ′′= + +  

( )20ib x= ， 2,3,4,5i = . 

0 9c =  

2
1 21 3c xF x F′ ′′= −  

( )20ic x= ， 2,3,4,5i =  

因为 ( ),p x y y F= − ， ( ),q x y x= − 。 

设轨线 3L M N∈  ，则轨线 L 的斜率
d
d
y q
x p
= 和正交曲线斜率

d
d
y p
x q
= − 是方程(28)的两个根。 

于是

2 2 2 2

3
x y x y

x y x y

X X Y Y p qH
X X Y Y q p
− + −

= = −
+

。 

即
( )

( )

22 2 2 2 2
x y x y

x y x y

X X Y Y y F x
X X Y Y x y F
− + − − −

=
−

。 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 0x y x y x y x yy F x X X Y Y x y F X X Y Y − − + − − − + − =   

这是关于 y F− 的 23 次方程。 

令 0x = ，得
2

2 1 21
4 9

y µ 
= − 

 
。 

当 2 9
2

µ < 时，方程组(36)有 3N 分界环 L，该环与 y 轴的两个交点为：
21 21

2 9
y µ
= − ， 

21 21
2 9

y µ
= − − ，这说明该 3N 分界环 L 是孤立的闭轨线，即它是方程(36)极限环。 
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