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摘  要 

样本空间是概率论的基本的概念之一，恰当选取样本空间是求解很多概率问题的关键。本文针对古典概

率、几何概率、条件概率、随机变量及其分布等问题中遇到的有关样本空间的选择问题，给出了样本空

间的选取原则，全面阐明了恰当选取样本空间在求解相关概率问题中的重要性，最后，分析了样本空间

的形态与概率方法的一致性问题。 
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Abstract 
Sample space is one of the basic concepts of probability theory, and appropriate choosing for the 
sample space is the key to solving many probability problems. This paper mainly deals with the 
problems of the choosing for sample space in classical probability, geometric probability, condi-
tional probability, random variables and its distribution, gives the principle of the choosing for 
sample space, illustrates the importance of the choosing for sample space in solving some related 
probability problems, and analyzes the consistency of the form for sample space and the method 
of the probability problems. 
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1. 引言 

众所周知，很多数学问题，都是在一定的空间进行的，若空间发生变化，那么问题的结果就会有所

不同。样本空间是概率论的重要概念之一，这个概念的引入使得微积分学的一些内容，比如集合可以用

来描述概率论中的随机事件，进而可以通过集合的关系和运算来实现事件间的关系和运算，为利用微积

分的知识来解决概率问题提供了可能性，而所有的概率问题都是在样本空间中进行的，因此样本空间的

选择在概率论问题的求解过程中占有重要的地位。有不少文献强调概率论问题中样本空间的重要性，文

献[1]对概率论中“为什么要引入样本空间”这一问题进行了深刻的探讨，并指出样本空间与概率问题的

背景有关，与问题的本身无关，且样本空间随着试验目的的不同而不同，且选取不唯一。文献[2]和[3]从
概率论学习的思维方式、基本概念的理解、问题探究过程及对随机现象分析能力等方面，阐述了样本空

间在刻画概率论重要概念中的作用。 
本文将从以下几个方面对几类概率问题求解过程中，样本空间的选取做详细阐述。本文的安排如下：

第二部分，首先以文献[4] [5] [6] [7]中的例子，阐明计算古典和几何概率相关问题时，如何恰当选取样本

空间；其次，通过文献[8]中经典的摸球问题，对缩减样本空间在条件概率中的应用做详细阐述；然后，

对随机变量及其分布中遇到的有关样本空间的选择问题，全面阐明恰当选取样本空间在求解相关概率论

问题中的重要性；最后，分析样本空间的形态与概率方法的一致性问题。第三部分，给出本文研究的主

要结论和展望。从本文的结果可以看出，同一个概率问题，由于样本空间的选择不同，其计算繁简往往

差异较大，甚至出现不同的结果。无论是随机事件概率的计算问题，还是随机变量及其分布问题，选择

适当的样本空间都是解题的关键。本文所涉及的例子以能说明问题为主，不追求问题的复杂性和难度。 

2. 主要结果 

2.1. 古典概率和几何概率相关问题求解中样本空间的选取  

样本空间的选取是概率论学习中的难点问题，在古典和几何概率模型的计算中起着非常重要的作用，

同一问题，可以选择不同的样本空间，进而得到不同的结果。古典概率模型针对样本空间有限、样本点

具有等可能性时使用，而几何概率对样本空间没有有限的要求，下面通过几个例子详细说明，如何选取

合适的样本空间，能有效简化运算过程，以便于求解概率的相关问题。 

2.1.1. 古典概率相关问题样本空间的选取 
下面以文献[5]中彩票中奖为例，说明古典概率问题计算中，合理选取样本空间的必要性。 
例 1：假设某公司推出 n 张彩票，其中 m 张可中奖，如果每次抽出后不放回，求第 k 次抽奖中奖的

概率。 
解：法一：给这 n 张彩票排序，视每张彩票是不同的，此时的样本空间采用 n 张彩票构成的全排列， 
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样本点的总个数为 !n ，第 k 次中奖全排列为 ( )1 !m n − ，所以第 k 次抽奖中奖的概率为
( )1 !

!
m n m

n n
−

= 。 

法二：因为第 k 次抽奖时所有的彩票都是相同的，则每张彩票在第 k 次被抽中的概率也是相同的， 

所以将 n张彩票看作样本空间，一共有m张有奖的彩票，那么它们在 n张彩票中第 k次被抽中的概率为
m
n
。 

注：从本例可以得出，中奖和抽奖先后顺序是没有关系的，无论是第几个抽，中奖概率都是一样的。

在计算同一问题时，选择不同的样本空间，计算过程不同。方法二对样本空间进行了简化，使运算过程

更简单，这表明在解决概率问题时一定要注意样本空间的选取。 

2.1.2. 几何概率问题中样本空间的选择 
下面通过文献[6]中的一个例题，说明恰当选取样本空间在几何概率问题中的应用。 
例 2：在半径为 1 的圆周上随机取三个点 , ,A B C ，求 ABC∆ 为锐角三角形的概率。 
解：法一：将样本空间选为最大角所对应弧长的变化范围，则要使得三角形为锐角三角形，则该三

角形中最大的一个角必是锐角，设 A∠ 为 ABC∆ 中的最大角，则
3

Aπ
≤ ∠ < π，半径为 1 的圆周长为 2π。

根据题意，此三角形中每个内角都为圆周角，所以 A∠ 对应的弧长的范围是
2 ,2
3
π π 

， ABC∆ 为锐角三

角形，则
3 2

Aπ π
≤ ∠ < , 2 ,

3
π π 

是 A∠ 对应的弧长的范围，则可得 ABC∆ 为锐角三角形的概率为

2
13 =

2 42
3

P

π
π−

=
π

π−
。 

法二：将样本空间选为圆心角的变化范围，设圆心为 O，在圆周上选三点，分别记为 , ,A B C ，连接 

, ,OA OB OC ，设 AOB α∠ = ， BOC β∠ = ， COA γ∠ = ，则总的样本空间为 ( )

0 2
0 2

, ,
0 2

2

α
β

α β γ
γ

α β γ

 < < π 
 < < π Ω =  < < π 
 + + = π 

，

ABC∆ 为锐角三角形所对应的事件为 ( )1

0
0

, ,
0

2

α
β

α β γ
γ

α β γ

 < < π 
 < < π Ω =  < < π 
 + + = π 

，根据样本空间Ω 和事件 1Ω 所对应

的面积，得所求概率为
1
4
。 

注：对比以上两种不同的解题方法， ABC∆ 有三个内角，而方法一中只考虑了最大角的变化过程，

虽然最后可以得到正确的结果，但是这种解题方法不严谨，容易产生歧义；方法二中将圆心角的变化范

围作为总的样本空间，这样就把问题转化为测度为面积的几何概型，所求概率即为两个已知三角形的面

积之比，与方法一相比，显然方法二能使过程更严谨、严密。 

2.2. 条件概率中样本空间的选取及分析 

2.2.1. 条件概率计算中正确选择样本空间 
下面以文献[5]中一个例题的改进模型为例，说明正确选取样本空间在条件概率问题求解中的必要性。 
例 3：n 件产品中含有 m 件不合格品，从中任取两件，已知两件中有一件是合格品，求另一件也是
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合格品的概率。 
解：错解：设 A 为取出产品中一件是合格品，B 为另一件也是合格品，由条件概率得 

( ) ( )
( )

( )
( )

1 21 2

1 2 2

1
|

1
m m

n n

P AB m mC C
P B A

P A C C n n

−
− 

= = = 
− 

. 

分析：上述解答是错误的，原因在于计算 ( )P A 时，样本空间与 ( )P AB 不统一， ( )P AB 的样本点是

n 件产品中任意组合的两件，而计算 ( )P A 时则认为样本点是 n 件产品中的任意一个，事实上，A 表示其

中一件是合格品，也就是说是取出的两件中的一件是合格的。 
正解：先设事件 A 为取出的两件产品中至少一件是合格品，事件 B 为两件都是合格品，则样本空间 

的样本点个数为
( )2 1

2n

n n
C

−
= 。从 n 件产品中任取两件，至少一件是合格的，则有两种情况，一是一件 

合格一件不合格，二是两件都合格，所以事件 A 的样本点个数为 

( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 1 1
2 2m n m n m

n m n m n m n m
C C C m n m− −

− − − − + −
+ = − + = . 

于是事件 A 的概率为 ( ) ( )( )
( )

1
1

n m n m
P A

n n
− + −

=
−

。从 n 件产品中任取两件都是合格品，事件 B 的样本

点个数为
( )( )2 1

2n m

n m n m
C −

− − −
= ，则 B 的概率为 ( ) ( ) ( )( )

( )
1

1
n m n m

P B P AB
n n

− − −
= =

−
。于是由条件概率公

式得 ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

1
1 1|

1 1
1

n m n m
P AB n n n mP B A

n m n mP A n m
n n

− − −
− − −

= = =
− + − + −

−

。 

注：选择恰当的样本空间，在同一个样本空间中计算 ( )P A 和 ( )P AB ，是解决问题的关键。从这个

例题可以看出，在解决概率问题尤其是条件概率问题时，如果不能正确选取样本空间，结果就是错误的，

因此计算条件概率时，尤其要注意分母 ( )P A 与 ( )P AB 样本空间的一致性。 

2.2.2. 缩减样本空间在条件概率中的应用 
下面通过文献[8]中经典的摸球问题，对缩减样本空间在条件概率中的应用做详细阐述。 
例 4：设箱子中有 R 个球，其中白球 S 个，黑球 R S− 个，若从中不放回的摸球，每次摸一个，求第

一次摸到白球后第二次摸到黑球的概率。 

解：法一：设 A 为第一次摸到白球，事件 A 的概率为 ( ) SP A
R

= ，事件 AB 代表第一次摸到白球第二

次摸到黑球，总样本点数依然为 2
RA ，事件的 AB 样本点数为 1 1

S R SC C − ，因此可求得事件 AB 的概率
( )
( )1

S R S
R R

−
−

，

由条件概率公式即可得 ( )|P B A 为
1

R S
R
−
−

。 

法二：缩减样本空间，把事件 A 的样本点数看作样本空间的总数，即 1 1
1S RC C − ，由已知第二次摸到黑 

球的样本点数为 1 1
S R SC C − ，则由古典概率计算得 ( )|P B A 的值为 ( )

1 1

1 1
1

|
1

S R S

S R

C C R SP B A
RC C

−

−

−
= =

−
。 

法三：继续缩减样本空间，当在 R 个球中取出一个白球后，箱中还有 1R − 个球，其中有黑球 R S− 个，

所以把取出一个白球后剩余的 1R − 个球看作总的样本点，再摸到黑球只能有 R S− 种情况，于是得 
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( )|
1

R SP B A
R
−

=
−

。 

注：在本例中可以看到，缩减样本空间对于简化运算是很有效的。通过分析以上经典案例，可以清

楚的看出恰当选择样本空间的重要性，合适的样本空间会使解题过程更加直观和简便。而且，通过缩减

样本空间，问题会得到简化，所以再遇到条件概率问题，便可以使用缩减样本空间的方法来解决问题。 

2.3. 恰当选取样本空间在随机变量及其分布中的应用 

随机变量是定义在样本空间中的实值函数，有两种常见的随机变量，离散型和连续型随机变量，均

值和方差是随机变量的两个数字特征，一般通过方差来描述随机变量的取值在其期望值附近波动的大小。

下面通过文献[9]中的一个例子，说明恰当选取样本空间在简化均值和方差计算中的作用。 
例 5：在平面直角坐标系内有一个圆，原点即圆心，半径为 r，向该圆周上随机抛掷一个质点，设随

机变量ξ 表示质点落到圆周上的横坐标，求期望 ( )E ξ 和方差 ( )D ξ 的值。 
解：方法一：将平面直角坐标系上的圆周看作样本空间，则欲求期望和方差，首先求得ξ 的分布函 

数 ( )

1 arccos 0

11 arccos 0

x r x
rF x

x r
r

  − − < ≤ π  = 
π − < < π

和密度函数 ( ) ( ) 2 2

1

0

r x r
p x F x r x

 − < <′= = π −

 其它

，根据数学期望和 

方差的定义得 ( )E ξ 和 ( )D ξ 的值分别为 

( )
2 2

1 d 0
r

r

xE x
r x

ξ
−

= =
π −
∫ . 

( ) ( ) ( )
2 2

22

2 2

1 d
2

r

r

x rD E E x
r x

ξ ξ ξ
−

= − = =
π −
∫ . 

方法二：考虑从极坐标入手，令质点的横坐标ξ 为极坐标系下随机变量θ 的一个函数 cosrξ θ= ，θ
表示极坐标中的角度，把平面上的线段 [ )0,2π 看作随机变量θ 的样本空间，且 [ )~ 0,2Uθ π ，则可以得 

( ) ( ) ( )2

0

1cos cos d 0
2

E E r r x xξ θ
π

= = =
π∫ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
222 22 2 2

0

1cos d
2 2

rD E E E r x xξ ξ ξ ξ
π

= − = = =
π∫ . 

注：从本例中可以看出，求解随机变量及其分布的有关问题时，选取合适样本空间的重要性。方法

一将坐标系上的整个圆周看作样本空间，通过求ξ 的分布函数和密度函数，进而得到期望和方差；方法

二则是运用极坐标，巧妙的选取了平面上的线段作为样本空间，得到了更简便的解题方法。归纳得出，

概率问题的求解方法不唯一，很多都是样本空间的选取不同所造成的，在大多数情况下，需要分析题目

的要求和随机事件的本质特征，巧妙的选取合适的样本空间，简化运算。 

2.4. 样本空间的形态与概率方法的一致性问题 

古典概率和几何概率是两种重要的概率模型，如果样本空间的样本点是有限可数的，且每个样本点

发生的可能性是相等的，则可以用古典概率模型来描述，而当样本空间为一个可以度量的有界区域，且

样本点落在每个子区域是等可能的，与子区域的位置和形状无关，此时的概率模型为几何概型。不难发

现，两种概率模型在计算概率时，所用的原理是一样的，即事件发生的概率，等于样本点测度的比值，

不同是测度的计算方法是不一样的，这是因为二者所用的样本空间一个是离散的，一个是连续的，这与
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确定性数学所讨论的可数集合上取值的离散变量和连续区间上取值的连续变量是一致的。 
在确定性问题中，离散型变量通常采用无穷级数的方法处理，对连续型变量则通常采用积分方法。

概率是研究随机现象变化规律的学科，在初等概率论中，随机事件和概率所涉及的古典概率和条件概率，

对应确定性数学中的离散型变量，而对后续随机变量及其分布，其样本空间就发生了变化，采用积分学

的办法处理问题，离散和连续两种不同形态普遍存在于数学中，处理方法虽然不同但是可以类比，二者

在形态上是一致的。 
其实数学的很多问题都是在特定的空间中进行的，如果空间变了，结果就会有所不同，例如教材[10]

中提及的著名的贝特朗奇论问题，有着三个不同的答案，就是因为在解决同一个问题的时候，所选择的

样本空间不同。对古典概率的计算，使用简单计数即可，而几何概率却要通过计算长度、面积和体积等

来实现，随机变量及分布要通过积分来实现，差别的主要原因在于样本空间的形态不同，但其方法的本

质是一致的，都是测度的计算，事实上，样本空间形态上的差别性和方法上的可类比性贯穿于概率论课

程的始终。 

3. 本文结论 

本文从几个具体例子出发，就几类重要概率论问题求解过程中，如何恰当选取合适的样本空间做了

详细的讨论和分析，阐明了在古典概率、几何概率、条件概率中恰当选取样本空间的方法，并介绍了样

本空间在随机变量及其分布中的应用，最终得到恰当选取样本空间必要性的结论。通过具体实例，对比

选取不同样本空间的解题过程，证明即使在同一问题中，巧妙选取样本空间，会减小计算量，使计算步

骤更加简便易懂。本文论证了用概率公式解题时，要保证所求事件样本空间的一致性，如文献[11]和[12]
中所述，对条件概率或其他概率问题，要注意不同样本空间之间的区别，否则会得到错误的求解结果。

恰当选取样本空间，不仅能正确分析概率问题，也会对概率论与微积分学相关问题理解更透彻。 
本文所研究的问题，是概率论的重要问题，通过本文所阐述的问题，不仅可以提高对样本空间概

念的理解，而且对相关概率问题的求解、随机事件、样本空间的形态和概率方法的一致性认识都会有

所提高，在一定程度可改善概率论学习的思维方式、提高问题求解的规范表达、加强对解题过程的重

视程度等。 
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