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摘  要 

本文研究了含时滞项的时空分数阶扩散方程初边值问题 
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mild解的局部存在唯一性，其中 ( )R Nd dΩ∈ ∈ 为具有光滑边界 ∂Ω 的开域， 0
C

tDα 为 ( )1,0∈α 阶Caputo

型时间分数阶导数，( )s−∆ 为 ( ),0 1s∈ 阶拉普拉斯算子。 [ ] →2: R R0,f TΩ× × 为局部Lipschitz连续凸函

数， ( )0, ,0,f x t 有界。 [ ]( )0R ,C r∈ × −ϕ ， 0r > 为常数，常数 0T > 待定。在非线性项中含时滞项的情

形下，运用算子半群理论及不动点定理，获得了该问题mild解的局部存在唯一性。 
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Abstract 
In this paper, we study the existence and uniqueness of mild solution for time-space fractional 
diffusion equation with delay 
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where ( )R Nd dΩ∈ ∈  is an open bounded domain with smooth boundary ∂Ω . 0
C

tDα  denotes the 

Caputo time fractional derivative of order ( )1,0∈α , and ( )s−∆  is the fractional Laplacian with 

( ),0 1s∈ . [ ] →2: R R0,f TΩ× ×  is a convex function satisfying local Lipschitz continuous. 

( )0, ,0,f x t  is bounded. [ ]( )0R ,C r∈ × −ϕ , 0r >  is a constant. 0T >  is a constant to be deter-

mined. When the nonlinear term includes time delay, the local existence and uniqueness of mild 
solution to the problem are obtained by using the operator semigroup theory combined with the 
fixed point theorem. 
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1. 引言 

近几年来，分数阶微分方程在流体力学、材料力学、生物学、等离子体物理学、金融学、化学等许

多领域中提出，分数阶扩散方程在几个应用领域非常流行[1] [2]。当空间和时间上的整数阶导数被分数阶

所代替时，引入了时空分数阶扩散方程。最近，许多学者致力于时空分数阶微分方程的研究[3] [4] [5] [6]。
特别地，Padgett 在文献[4]中运用 Banach 不动点定理讨论了不含时滞项的时空分数阶扩散方程初边值问

题。李强等人在文献[5]中利用单调迭代技巧研究了时空分数阶时滞扩散方程初边值问题 mild 解的存在

性。受上述文献的启发，本文将文献[4]中的结果推广到含有时滞的情形，同时取消了文献[5]要求方程具

有上下解的条件。本文运用算子半群理论，结合不动点定理，在 Banach 空间中讨论并获得了如下含有时

滞项的时空分数阶扩散方程 mild 解的局部存在唯一性 
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其中 ( )d dΩ∈ ∈R N 为具有光滑边界 ∂Ω的开域， 0
C

tDα 为 ( )0,1α ∈ 阶 Caputo 型时间分数阶导数，( )s−∆ 为

( )0,1s∈ 阶拉普拉斯算子。 [ ] 2: 0,f TΩ× × →R R 为局部 Lipschitz 连续凸函数， ( ), ,0,0f x t 有界。
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[ ]( ),0 , 0C r rϕ ∈ × − >R 为常数。本文主要结果如下： 
令 ( ) ( ): ,u t u t= ⋅ ， ( ) ( ): ,tu u tτ τ= ⋅ + ， [ ],0rτ ∈ − ， ( )( ) ( ) ( )( ), , : , , ,t tf t u t u f t u t u τ= ⋅ ，则方程(1)抽象为

如下时滞发展方程 
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其 中 ( ): sA = −∆ ， ( ) ( )Dom sA E E= Ω ⊂ →H 。 0
C

tDα 为 ( )0,1α ∈ 阶 Caputo 时 间 分 数 阶 导 数 。

[ ] 1: 0,f T E E E× × → 满足局部 Lipschitz 连续， [ ] ( )( )1 : ,0 , sE C r= − ΩH ， 0r > 为常数， ( )s ΩH 为 Sobolev
空间，其定义将在第 2 节给出， 1Eϕ ∈ 。 

定理1.1. 设 [ ] ( )( ), , sE C r T= − ΩH 为具有范数 [ ] ( ) ( ),: sup st r Tu u t∈ − Ω
=

H
的Banach空间，则存在 0T > ，

使得方程(2)存在唯一 mild 解  u E∈ 。 
由抽象结果定理 1.1 知，存在 0T > ，使得方程 (1) 存在唯一 mild 解 ( ) [ ]( ), 0, ,u x t C T∈ Ω× R 。 

2. 预备知识 

定义 2.1. [7]设 ( )dS R 为 Schwartz 速降函数空间，对 ( )du S∀ ∈ R ，定义 ( )0,1s∈ 阶拉普拉斯算子为 
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为正常数。 

对具有光滑边界 ∂Ω的 dΩ ⊆ R ， ( )0,1s∈ 阶 Sobolev 空间定义为 
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则 ( )sH Ω 为具有范数 ( ) ( ) ( )2
2 2 2

s sH L HΩ Ω Ω
⋅ = ⋅ + ⋅ 的 Hilbert 空间。由于Ω的边界 ∂Ω光滑，则可以通过指标为

1 sθ = − 的插值空间定义上述分数阶 Sobolev 空间，详见文献[7]。对 ( )0,1s∈ ，我们有 
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即 ( )sH Ω 是介于 2L 和 1H 之间的 Banach 空间。设 0
sH 为 0C∞ 关于范数 ( )sH Ω

⋅ 的闭包，进而可以定义空
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θ
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本文通过狄利克雷拉普拉斯算子引入分数阶拉普拉斯算子， ( ) ( )2 2: L L−∆ Ω → Ω 是定义域为

( ) ( ){ }1 2
0Dom |u H u L−∆ = ∈ ∆ ∈ Ω 的经典拉普拉斯算子。这是一个无界的闭算子，且有紧逆，并且存在

{ } ( )1
0,n n n

e Hλ +
∈

⊂ × Ω
N

R ，使得{ }n n
e

∈N 为 ( )2L Ω 的一个标准正交基， 
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于是，对 ( )0u C∞∈ Ω 可定义分数阶拉普拉斯算子为 

( ) : ,s s
n n nnu u eλ

∈
−∆ = ∑ N                                  (3) 
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Ω
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设 [ ] ( )( ), , sE C r T= − ΩH 为 具 有 范 数 [ ] ( ) ( ),: sup st r Tu u t∈ − Ω
=

H
的 Banach 空 间 ， ( )Aσ 和

( ) ( ):A Aρ σ= −C 分别为算子 ( ): sA = −∆ 的谱和预解集。 – A 生成如下的 Feller 半群[4] 
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其中 θΓ 为包含 ( )Aσ 的任意周线， ( ) ( ) 1; :R z A zI A −= − 为预解算子， ( )z Aρ∈ 。分别定义算子簇
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其中 ( ),E ztαα α − 为 Mittag-Leffler 函数，是指数函数的自然推广，单参数和双参数的 Mittag-Leffler 分别为 
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引理 2.2. [4]对每个固定的 [ ]0,t T∈ ， ( )P tα 与 ( )Q tα 均为 E 中的闭线性算子，且 

( ) ( ) ( )
11, .P t Q tα α α

≤ ≤
Γ

                                (4) 

引理 2.3. [8]设 ( ),E ⋅ 为 Banach 空间，若 f 为 E 中的 Lipschitz 连续函数，则存在常数 1 2, 0L L > ，使

得 1 2 1 2, , ,u u v v E∀ ∈ 满足 

( ) ( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 2, .,f u u f v v L u v L u v− ≤ − + −                        (5) 

推论 2.4. 设 ( ),E ⋅ 为 Banach 空间，θ 为 E 中的零元，设 { }| ,: 0RB u E u R R= ∈ < > 为 E 中以θ 为中

心，R 为半径的闭球。f 为 RB 上的局部 Lipschitz 连续函数且 ( ),f θ θ 有界，则对 Ru B∀ ∈ ，有 

( ) ( )1 2 1 2 1 .,f u u L u u≤ + +                               (6) 

证 明 ： 由 (5) 式 ， 取 1 2v v θ= = ， 则 有 ( ) ( )1 2 1 1 2 2, ,f u u L u L u f θ θ≤ + + ， 令

( ){ }1 2, ,max ,L L L f θ θ= ，则 ( ) ( )1 2 1 2 1,f u u L u u≤ + + 。因此，推论 2.4 的结论成立。              □ 

3. 主要结果的证明 

令 ( ) ( ): ,u t u t= ⋅ ， ( ) ( ): ,tu u tτ τ= ⋅ + ， [ ],0rτ ∈ − ， ( )( ) ( ) ( )( ), , : , , ,t tf t u t u f t u t u τ= ⋅ 。下面讨论抽象
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时滞发展方程(2) mild 解的局部存在唯一性 
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其 中 ( ): sA = −∆ ， ( ) ( )Dom sA E E= Ω ⊂ →H ； 0
C

tD uα 为 ( )0,1α ∈ 阶 Caputo 型 分 数 阶 导 数 ；

[ ] 1: 0,f T E E E× × →  Lipschitz 连续； 1Eϕ ∈ ， [ ] ( )( )1 : ,0 , sE C r= − ΩH ， 0r > 为常数。 
定义 3.1. 设  u E∈ 为方程(2)的 mild 解，若满足对 [ ],t r T∀ ∈ − ， ( )u t R< ， 0R > 为实数， 
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定理 1.1 的证明 考虑 E 的非空闭子集 
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其中 1 2,0 Rδ δ< < ， 0R > 充分大。因此 ,TBδ 为具有范数
,
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TBu u

δ
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下面分两步来证明 S 在 ,TBδ 中有唯一不动点， 
1) 证明 , ,: T TS B Bδ δ→ 。 
考查定义式(7)，由(4)式知 
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即对 [ ]0,t T∀ ∈ ， , ,: T TS B Bδ δ→ 。 
2) 证明 S 为压缩映射。对 ,u v E∀ ∈ ， 
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0
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则有 
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， { }1 2,minT T T= 。则对 [ ]0,t T∀ ∈ ，S 在 ,TBδ 上为压缩映射。 

对 [ ],0t r∀ ∈ − ， ( )( ) ( )Su t tϕ= ，容易证明 S 为压缩映射。 
结合以上，由 Banach 不动点定理知，对 [ ],t r T∀ ∈ − ，S 在 ,TBδ 上有唯一不动点，即方程(2)存在唯一

mild 解  u E∈ 。                                                                             □ 
由定理 1.1 的证明知，存在 { }1 2,minT T T= ，使得时空分数阶时滞扩散方程(1)存在唯一 mild 解

( ) [ ]( ), 0, ,u x t C T∈ Ω× R ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]
( ) [ ]

1
0 0

, , , , d , , 0, ,
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∫  

4. 结论 

本文研究了时空分数阶时滞扩散方程的初边值问题，是文献[4]中结果的推广，同时取消了文献[5]要
求方程具有上下解的条件，该问题可以化为抽象的分数阶非线性时滞发展方程的初值问题。在假设非线

性项 f 满足局部 Lipschitz 连续的条件下，运用算子半群理论及 Banach 不动点定理，获得了分数阶时滞发

展方程 mild 解的局部存在唯一性，即证明了时空分数阶时滞扩散方程(1)存在唯一 mild 解。泛函方程理

论中存在一些特殊类型的数据依赖，如 Ulam-Hyers、Ulam-Hyers-rassias 等，若非线性项在适当的条件下

使得方程(1)存在唯一 mild 解，则可进一步讨论方程(1)的 Mittag-Leffler 稳定性，这也是未来值得研究的

问题。 
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