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摘  要 

函数的凸性作为一种非常重要的几何性质，在证明不等式当中，函数的凸性发挥着重要作用。令 ( )H D 表

示D上所有解析函数构成的空间， ( )f H D∈ 。解析函数f的加权面积积分平均定义为 ( ), ,pM f rα 。本文主

要研究对数凸函数，证明在什么条件下， ( ), ,pM f rα 是对数凸函数。使得之前论文中的证明步骤变得简化。 
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Abstract 
As a very important geometric property, the convexity of a function plays an important role in 
proving inequalities. Let ( )H D  denote the space formed by all analytic functions on D, ( )f H D∈ . 
The weighted area integral average definition of the analytic function f is ( ), ,pM f rα . This paper 
mainly studies the logarithmic convex function, and proves under what conditions, ( ), ,pM f rα  is 
a logarithmic convex function. This simplifies the proof steps in the previous paper. 
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1. 引言 

令 D 表示复平面�上的开单位圆盘， dA 表示单位圆盘 D 上的标准勒贝格面积测度 

( ) 1 1d d d d d , e .iA z x y r r z x iy r θθ= = = +
π

=
π

 

对于任意的α ， Rα ∈ ，加权面积测度定义如下 

( ) ( )2d 1 d .A z A z
α

α = −  

令 ( )H D 表示 D 上所有解析函数构成的空间，数学家 Hardy 最早提出解析函数的经典积分平均，即

对于 ( )f H D∈ ， 0 p< < ∞，f 的经典积分平均定义如下 

( ) ( )2

0

1, e d , 0 1.
2

pi
pM f r f r rθ θ

π
= ≤ <

π ∫  

此定义被广泛的应用。并且在 Hardy 凸性定理中占据重要的地位。其中，Hardy 凸性定理参见文献[1]。
具体表示为，假设 0 p< < ∞，且 ( )f H D∈ ，那么 

1) 函数 ( ),pM f r 关于 r 是单调增的； 
2) 函数 ( )log ,pM f r 关于 log r 是对数凸函数。 
对于 ( )f H D∈ ， 0 p< < ∞，f 的加权面积积分平均定义如下 

( )
( ) ( )

( ),

d
, , 0 1.

d

p

z r
p

z r

f z A z
M f r r

A z

α

α
α

<

<

= < <
∫

∫
 

解析函数的面积积分的对数凸性问题已经解决，详细参见[2] [3] [4] [5]以及[7] [8] [9] [10] [11]。 
在文献[6]中讨论了圆环上面积积分平均的对数凸性，证明得到假设 0 1c≤ < ， 3 0α− ≤ ≤ ， 2p = ，

且 ( )f H D∈ ，则函数 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

, , 2

1 d
,

1 d

p

c z r
p c

c z r

f z z A z
M f r

z A z

α

α α
< <

< <

−
=

−

∫

∫
 

在 ( ),1r c∈ 内是对数凸的。 
令ϕ 表示定义在 ( )0,1 内的实值函数的集合，其中函数ϕ 满足以下条件： 
1) ( )0 0ϕ = ； 
2) ϕ′在 ( )0,1 内是正的； 

3) , ,x x xϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
′ ′′ ′′′

′ ′′
在 [ )0,1 内是连续的。 

令 M 表示在 [ )0,1 内 0M > ， 0M ′ > 及 M ′′连续的函数 M 的集合。定义 

( )
( ) ( )
( )

0

0

d
, 0 1.

d

x

x

M t t t
H x x

x t

ϕ

ϕ

′
= < <

′

∫
∫

                          (1) 
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本文主要讨论对于ϕ ∈Φ ， M ∈Μ解析函数 ( )f x 的面积积分平均 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0 1
, 2

0 1

1 d
, , 0 1.

1 d

p

r
p

r

f z z A z
M f r r

z A z

α

α α
< <

< <

−
= < <

−

∫

∫
 

关于 r 的对数凸性的问题。即考虑什么条件下， ( )( )
1

log pH x 关于 x 是凸函数，需证明。 

( )( )
21

log 0.p
H HH x
H H

′′ ′′ ′   − ≥   
  

∼  

首先，本文详细介绍面积积分平均的对数凸性的研究背景知识以及一些引理知识。其次，利用证明

论证得出相关定理，并通过反例来说其非凸的情况，最后进行总结。 

2. 预备知识及相关定理 

2.1. 预备知识 

先对符号简单说明，在介绍相关的引理。 
对于任意在 ( )0, R 内上二阶可导的函数 f，定义 

( ) ( )
( )

,f

f x
d x x

f x
′

=                                     (2) 

以及 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

.f

f x f x f x
D x x

f x f x f x
′ ′′ ′ 

= + −   
 

                            (3) 

结合定义可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,fg f g f g f gd x d x d x d x d x d x= + = −                     (4) 

( )( ) ( ) ,f fd x D x′ =  

以及 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 .f f f fxD x d x d x d x′= + −  

引理 2.1 假设 ( )f x 是在 ( )0,1 内的二阶可导的函数，如果 ( )( )
1
pf x 是在 ( )0,1 内是对数凸函数当且仅当

函数 ( ) ( ) ( )( )2
f x f x f x′′ ′− 在 ( )0,1 内是非负的。 

注：引理 2.1 是文献[4]中的结论，证明过程便省略。 

引理 2.2 假设 0p > ， ( )f x 是在 ( )0,1 内的二阶可微的正值函数，且 ( ) 0f x′ > ，如果 ( )( )
1
pf x 是在 ( )0,1

内是对数凸函数当且仅当 

( ) ( ) 0.f fd x d x′ − >  

在 ( )0,1 内成立。 

证明：我们对 ( )( )
1

log pf x 直接进行求导运算，可得： 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.125085


段玉聪 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.125085 752 理论数学 
 

( )( ) ( )
( )

1 1log ,p
f x

f x
p f x

′ ′ 
= 

 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2
1

2

1log p
f x f x f x

f x
p f x

′′ ′′ ′− 
= 

 
 

由于 0p > ， ( )f x 以及 ( )f x′ 都是大于零，则根据(2)式，有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2

.f f

f x f x f x

d x d x′

′′ ′−

−∼
 

即可推得结论成立。 
引理 2.3 假设 0p > ， ( )f x 及 ( )g x 是在 ( )0,1 内的二阶可微的正值函数，且在 ( )0,1 内 0f gd d− > ，如

果
( )
( )

1
pf x

g x
 
  
 

在 ( )0,1 内是对数凸函数当且仅当 

( )2 2 0.f f f g g gd d d d d d′ ′− + − − + ≥  

在 ( )0,1 内成立。 

证明：我们对函数
( )
( )

1

log
pf x

g x
 
  
 

直接进行求导运算，可得 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

,
f x f x f x g x
g x g x f x g x

′ ′ ′    
= −        

    
 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )

( )
( )

2

2 3 2

2

2

22

22
.

f x g xf x f x f x g x f x g x
g x g x g x g x g x

g xf x f x f x g x g x
g x f x g x f x g xg x

′′ ′′′ ′ ′ ′′ 
= − + −  

 

 ′′ ′ ′ ′′ = − + −
 
 

 

因此，便有 

( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

22

2 2
~ .

f g

f f f g g g g

f g

g xf x f x g x g x
f x g x f x g xg x

d x
f x g x
f x g x

d x d x d x d x d x d x d x
d x d x

′

′ ′

′′ ′ ′ ′′
− + −

=
′ ′

−

− + −

−

 

结合(4)式，可得 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2

f f f g g gf gf g
d x d x d d d d d d′ ′′ − = − + − − +  

成立。 
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对于ϕ ∈Φ ，有(2)式可知： xDϕ 及 xDϕ′ 在 ( )0,1 内是连续函数。因为 ( )0 0ϕ = ，有 

( ) ( )
0

d , 0 1.
x

x t t xϕ ϕ′= < <∫  

在 ( )0,1 内 ( ) 0d xϕ > 。 

2.2. 相关定理 

定理 2.1 假设 0p > ，ϕ ∈Φ 以及 M ∈Μ，当 M 满足对数凸函数时，函数
( )
( )

1

log
ph x

xϕ
 
  
 

在 ( )0,1 内是凸

函数。 
证明: 
对于函数ϕ ∈Φ 及 M ∈Μ，令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d , d ,
x x

x t t h x M t t tϕ ϕ ϕ′ ′= =∫ ∫  
并且 ( ) ( ) ( )h x M x xϕ′ ′= ，结合(2)式以及(3)式可以得到 

h Md d dϕ′ ′= + , 

这里，记 

1 0, ,d d d dϕ ϕ′ = =  

以及 

1 0, .D D D Dϕ ϕ′ = =  

对于函数
( )
( )

1
ph x

xϕ
 
  
 

的对数凸性情况，根据引理 2.3 可知，只需要证明 ( ) 0x∆ ≥ 在 ( )0,1 上成立即可。

其中 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( )

2 2

2 2
0 0 0 0

2
0 0

2
0 0

~ 2 4 2 2 4 2

~ 2 4 2

2~ : .
2 4

h h h

h h M h h h M h

h h M h

h h M

x d d d d d d

d d d d d d d d d d d d

d d d d d d

xhh x
d d d d d

ϕ ϕ ϕ

δ

′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′

∆ = − + − − +

  + − + − + − + +  
  

+ − + −

′
− =

+ − +

 

因为 0M ′ > ，有 0Md > ，因此， 

( )2
0 02 4 0,h Md d d d′ − + ≥  

直接对 ( )xδ 求导 

( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )
( )

2
0 0

0 0 0
2 22

0 00 0

2

2 4

2 2 22

2 42 4

h h M

h h M
h

h Mh h M

h xh
x h

d d d d d

d d D D d dxh D
d d d dd d d d d

δ
′ ′

′ ′
′

′′ ′

′ ′′+
′ ′= −

+ − +

 ′− − +′  + +    − ++ − +   
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因为 0, 0M Mh d d ′′ > − > ，有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 0

0 1 0

2 1 2~ 1
2 4 2 4 2 4

2 2 4 2 4 2 2

2 2

h

h h M h M h h M

h M h M h h

M M M

d
x

d d d d d d d d d d d d d d

xD d d d d d d d d d d xD xD

d d d d d d

δ ′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′

+
′ − +

 + − + − + + − + 
 

  ⋅ − + + − + + − −   
+ + − + − 

２

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0

2 1 21
2 4 2 4 2 4

2 2 4 2 4 2 2

2 2

h

h h M h M h h M

h M h M h M

M

d

d d d d d d d d d d d d d d

xD d d d d d d d d d d d xD xD

d d d d

′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

+
≥ − +

 + − + − + + − + 
 

  ⋅ − + + − + + − + −   
+ + − 

２

 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )

2 2
0 0 0 0 0

2
0 0 0 1 02

0 0

0 1 0

2
0 0 0

2
0 02

0 0

~ 2 4 2 2 4 4

2 2 4 2 2
2 4

2 2

2 2 4 2

2 ( 2 ) 4
( 2 ) 4

h M h h h M

h M h M

h M

M

h M h

h M

h M

d d d d d d d d d d xD

d d d d d d d xD xD
d d d d

d d d d

d d d d d d

d d d d d
d d d d

′ ′ ′ ′

′ ′

′

′ ′

′ ′

′

  − + − − + − + +  
  

 + ⋅ − + + − + −  − +

+ + − 
 = − − + + −  

+ ⋅ − + +
− +

( )( )

( )
( )

0 1 0

0 1 0

1

2 2

2 2

: .

h M

M

d d xD xD

d d d d

xδ

 − + −

+ + − 
=

 

因为 ( )2
0 02 4 0h Md d d d′ − + ≥ ，把 ( )1 xδ 乘上

( )2
0 0

1

2 4h Md d d d′ − +
，可以得到 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

1 02
0 0

2
0 0 0 1 0 2

1~ 2 2 2
2 4

2 4 2 2 : .

M

h M

h M h

x d xD xD
d d d d

d d d d d d d d x

δ

δ

′

′ ′

− + + −
− +

  + − + + − + − =   

１

 

把 ( )2 xδ 乘上 ( )2
0 02 4h Md d d d′ − + ，再经过放缩可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )

2
2 0 0 1 0

2
1 0 0 0 0

2
0 0 1 0 1 0

2
1 0 0 0 0

~ 2 2 4 2 2

2 2 4 2

2 2 4 2 2 1

2 2 4 2

h M M

h M h

h M M

h M h

x d d d d d xD xD

d d d d d d d d

d d d d d d d d d

d d d d d d d d

δ ′

′ ′

′

′ ′

− − + + + −

 + + − − + − + 
 

≥ − − + + + − + −

 + + − − + − + 
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( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

2
1 0 0 0 1 0

0 1 0
1 0 1 02

0 0

2 2
1 0 0 0 0

2
0 0

2 4 2 2

4
2 2

2 4

2 2 4 2

2 4

0.

h M h

h h M

h h M

h h M

d d d d d d d d d

d d d
d d d d

d d d d d

d d d d d d d d

d d d d d

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

 = − − + − + − 
 
 − − = − + −  + − + 

 − + − + − 
 =
+ − +

≥

 

又因为 0M ′ > ，有 0Md > ，则 ( )2 0xδ ≥ 。因此，可以得到 ( ) 0x∆ ≥ 在 ( )0,1 上成立。得证。 

2.3. 小结 

对于任意 0p > ，函数 ( )( )
1

log pH x 满足一定条件，面积积分平均是对数凸性。我们举例子来说明，

可根据 Maple 画出相关例子的图像简单分析面积积分平均的为非凸的情形。例 1 ：当

( ) ( )1, e , 1xf x x αα ϕ= = = − 时，如图： 

 

 
 
例 2：当 ( ) ( )24, 1 , 1f x x x αα ϕ= = + = − 时，如图： 
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本文优势在于通过查阅资料，主要将函数的单调性、凸性与不等式的放缩以及简单地计算这几个方

面的知识应用到一起，利用一种新的方法使文献[7]以及[9]中的证明过程更加简化，研究面积积分平均的

对数凸性。 
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