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摘  要 

多元函数极限是数学分析中的一个重要知识模块，它是在一元函数极限的基础上发展起来的。但因自变

量个数增多，在判断多元函数极限的存在与否以及它的求解方法时，比一元函数极限复杂得多。尤其是

用定义证明多元函数的极限，这困扰了不少学生。本文以二元函数为例，首先深度剖析二元函数极限的

定义。其次，在典型例题的解析中，展示预控法在二元函数极限证明中的具体应用。以期为广大师生用

定义证明极限提供一种行之有效的方法，同时帮助学生更好地掌握这部分内容，使其在动手操作中深刻

领悟二元函数极限的内涵。这种方法有利于学生养成定量分析的思维习惯，树立勇于克服困难的专业精

神。同时也有助于培养学生的逻辑思维能力、数学语言表达能力和分析问题能力。 
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Abstract 
The limit of multivariate function is an important knowledge module in mathematical analysis, 
and it is developed on the basis of the limit of unary function. However, due to the increase in the 
number of independent variables, when we judge whether the limit of multivariate function exists 
or not and how to solve it, it is much more complicated than the limit of unary function. In partic-
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ular, it troubles many students to prove the limit of multivariate functions by definition. Therefore, 
taking the binary function as an example, this paper deeply analyzes the definition of binary func-
tion firstly. Secondly, the pre-control method is proposed in the analysis of typical examples and 
its application in proving the limit of binary function is demonstrated. It provides an effective me-
thod for the teachers and students for proving the limit by definition, at the same time it helps 
students to better grasp this content so that they can deeply understand the connotation of the 
limit of binary function in the hands-on operation. This method is conducive to students to form 
the habit of quantitative analysis and establish a professional spirit of courage to overcome diffi-
culties. Meanwhile, it also helps to cultivate students’ logical thinking ability, mathematical lan-
guage expression ability and analytical ability. 
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1. 引言 

极限是微积分学的精髓，数学分析中的重要概念如连续、导数、定积分、无穷级数的敛散性、广义

积分的敛散性等等都是通过极限定义的。多元函数的极限是多元函数微积分学中的重要基本概念。它与

一元函数的极限类似，但因多元函数的自变量比较多，这使得二者之间既紧密联系又有很大差别。学生

在初次学习这些内容时，很难比对出、分析出它们本质上的异同。且大多的数学分析教材只是将多元函

数极限的计算作为一元函数极限计算方法的推广，没有系统的、深入的研究。因此多元函数极限的计算

及其存在性的判断备受学者的关注和青睐。 
早在 1997 年王丽芳[1]通过构造不同的曲线族来说明二元函数极限的不存在，但该方法不能用来判定

极限存在的情形。四年之后梁小林[2]利用构造法求趋近曲线，并给出了判别多元函数极限不存在的简单

条件，得到了其极限不存在的直接判别法。闻卉[3]介绍了如何利用同阶无穷小量判断二元函数极限的不

存在。郑军和吴元泽[4] [5]也先后讨论了类似问题。慢慢地，人们对多元函数的极限有了更深入的研究。

2018 年熊允发[6]和杜玉平[7]结合教学实践与体会，探究了求二元函数极限的若干方法。2019 年张瑞芳

和王海军[8]给出了一类特殊二元函数极限存在的充要条件。2020 年毛一波[9]探讨了三元函数的混合极限

与三次极限的关系，研究表明，它们的存在性没有必然的蕴含关系。同年，刁露等人[10]讨论了二元函数

在圆邻域以及方邻域上的极限求解及其连续的应用。张志会、李丽红等诸多学者也对此问题进行了相关

研究[11]-[16]。田振明[17]等人基于 n 元函数的泰勒公式，分析其在求多元函数极限问题时的适用情形与

条件。尽管他们研究的内容不完全相同，但有相似之处，他们都侧重讨论多元函数极限不存在的判别方

法及其存在时的求解方法，较少涉及多元函数极限存在的证明。目前仅有阎明刚[18]于 1988 年在商丘师

专学报上发表了《用定义证明多元函数极限的一个方法》，他利用代数方法(多项式带余除法)证明多元多

项式的极限存在，但该方法具有一定的局限性。 
因为多元函数的极限本身就非常复杂，且其存在性的证明又是一个难点，所以这让很多学生感到茫

然，束手无策，无从下手。鉴于此，很有必要系统地、详细地研究如何用定义证明多元函数的极限。本

文在前人研究成果的基础上，首先着重分析二元函数极限的定义；其次，结合典型例题，通过预控法限
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定变量 x 和 y 的取值范围，根据二元函数极限的不同形式，选用放大法或缩小法对不等式进行放大或缩

小；最后借助函数极限的 ε δ− 语言给出严谨的证明过程。 

2. 准备知识 

本文所用到的概念，详细内容可参看文献[19] [20] [21]。 
定义 1 设 D 是 2R 上的开集， ( )0 0 0,M x y D∈ 为一定点， ( ),f x y 是定义在 { }0\D M 上的二元函数，A

是一个实数。如果对于任意给定的 0ε > ，存在 0δ > ，使得当 ( ) ( )0, ,M x y U M δ∈
�

时，成立 ( ),f x y A ε− < 。

则称当
0M M→ 时，函数 ( ),f x y 收敛，并称 A 为 ( ),f x y 当

0M M→ 时的极限，或者 ( ),f x y 在点 0M 的极

限为 A。记为 ( )
0

lim ,
M M

f x y A
→

= 。这里 ( )0 ,U M δ
�

表示以 0M 为心，δ 为半径的去心邻域，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2
0 0 0 0 0 0, , 0 , ,U M M x y x x y y M x yδ δ= < − + − <

�
。 

注 1 如何理解二元函数极限的定义呢？从以下三个方面进行分析。 
1) 如何理解

0M M→ ？ 
回顾一元函数极限的 ε δ− 定义。 

( )
0

lim
x x

f x A
→

= ： 0ε∀ > ， 0δ∃ > ， ( )00x x x δ∀ < − < ： ( )f x A ε− < 。 
这里自变量 x 只能沿 x 轴从 0x 的左侧或右侧趋于 0x 时， ( )f x 都无限接近于 A。 

 

 
 

写出二元函数极限的 ε δ− 定义。 
( )

0
lim ,

M M
f x y A

→
= ： 

0ε∀ > ， 0δ∃ > ， ( ) ( )0, ,M x y U M δ∀ ∈
�

： ( ),f x y A ε− < 。 
这里 M 在 0M 的去心δ 邻域内， 0M M→ 表示 M 以任意方式(沿直线，曲线等所有方式)趋于 0M 时，

( )f M 都无限接近于 A。 
 

 
 

2) ( ) ( )0, ,M x y U M δ∈
�

的等价表示形式； 
a) ( )00 ,d M M δ< < ，这里 ( )0,d M M 表示 M 与 0M 之间的距离，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2
0 0 0 0 0 0, , , ,d M M x x y y M x y M x y= − + − 。 

b) 1 0δ∃ > ， 2 0δ > ，对 ( ),M x y∀ 满足 0 1x x δ− < ， 0 2y y δ− < ，且 ( ) ( )0 0, ,x y x y≠ 。 
3) 二元函数极限的书写形式； 
在 2R 中，点 列 ( ) ( )0 0 0, ,M x y M x y→ 等价于 0x x→ ， 0y y→ ，故 ( )

0
lim ,

M M
f x y A

→
= 可写成
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( )
0
0

lim ,
x x
y y

f x y A
→
→

= 这种形式。从这个角度来看，二元函数 ( ),f x y 在点 0M 的极限为 A，也称 ( ),f x y 在点 0M

的二重极限为 A。 
注 2 如何用定义证明二元函数的重极限 ( )

0
lim ,

M M
f x y A

→
= ？ 

与一元函数极限类似，用定义证明重极限存在时，采用放大法。记 ( ),M x y ， ( )0 0 0,M x y ，对刻

画 函 数极 限 过程 的量 ( ),f x y A− 放 大 ，分 离 出刻 画自变 量 变化 趋 势的 项 ( )0,d M M ， 而

( ) ( ) ( )2 2
0 0 0,d M M x x y y= − + − 较复杂，不易直接分离出该形式，我们退而求其次，分离出 0x x− 和

0y y− ，结合 ( )0 0,x x d M M− ≤ ， ( )0 0,y y d M M− ≤ ，即可将 0x x− 和 0y y− 转化为 ( )0,d M M 的形式。 
故要证明 ( )

0
lim ,

M M
f x y A

→
= ，即证：对任意给定的 0ε > ，找到一个合适的 0δ > ，使得当 ( )00 ,d M M δ< <

时，成立 

( ) ( )0, ,f x y A cd M Mα− ≤ ≤� ， 

这里 0c > ， 0α > ，令 ( )0,cd M Mα ε< ，求出 ( )0,d M M ，即可确定出δ 。 
思考 1 这里的δ 唯一吗？ 
以上讨论了二元函数的重极限(自变量趋于某个定点，极限值是某个确定的数)，还有一类极限，非正

常极限：极限值为无穷大或者是无穷远处的极限(自变量趋向于无穷远处)，无穷又分为正无穷、负无穷、

无穷。对于 n 元函数，有 n 个自变量，自变量趋于无穷远处时，可以是某个自变量趋于无穷远处，也可

以是多个自变量趋于无穷远处，因此多元函数的非正常极限有不同的形式。这里仅以一种形式给出定义。 
定义 2 设 D 是 2R 上的开集， ( )0 0 0,M x y D∈ 为一定点， ( ),f x y 是定义在 { }0\D M 上的二元函数。对

任意的实数 0G > ，存在 0δ > ，使得当 ( ) ( )0, ,M x y U M δ∈
�

时，成立 ( ),f x y G> 。则称当 0M M→ 时， 
函数 ( ),f x y 发散到无穷，记为 ( )

0
lim ,

M M
f x y

→
= ∞。 

定义 3 设 A 是一个实数，若对任意给定的 0ε > ，存在 0δ > ，使得当 0x x δ− < ，
1y
δ

> 时，成立

( ),f x y A ε− < 。则称 A 为函数 ( ),f x y 当 ( ) ( )0, ,x y x→ +∞ 时的极限，记为
( ) ( )

( )
0, ,

lim ,
x y x

f x y A
→ +∞

= 。 

注 3 如何用定义证明二元函数的非正常极限呢？以 ( )
0

lim ,
M M

f x y
→

= ∞例进行说明。 

要证明 ( )
0

lim ,
M M

f x y
→

= ∞ ，即证：对任意的实数 0G > ，找到一个合适的 0δ > ，使得当

( ) ( )0, ,M x y U M δ∈
�

时 ， 成 立 ( ),f x y G> 。 与 证 明 ( )
0

lim
x x

f x
→

= ∞ 的 方 法 类 似 ， 用 定 义 证 明

( )
0

lim ,
M M

f x y
→

= ∞时，采用缩小法。记 ( ),M x y ， ( )0 0 0,M x y ，对刻画函数极限过程的量 ( ),f x y 缩小，

分离出刻画自变量变化趋势的项 ( )0,d M M 。故要证 ( )
0

lim ,
M M

f x y
→

= ∞，即证：对任意的实数 0G > ，找

到一个合适的 0δ > ，使得当 ( )00 ,d M M δ< < 时，成立 

( )
( )0

,
,

cf x y A
d M Mα− ≥ ≥� ， 

这里 0c > ， 0α > ，令
( )0,

c G
d M Mα > ，求出 ( )0,d M M ，即可确定出δ 。 

3. 实例分析 

例 用定义证明。 
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1) ( )3 2

1
1

lim 3
x
y

x xy y
→
→−

− + = ；2) 
1

2

lim 2
x
y

xy
x y→

→−

=
+

； 

3) 
( ) ( ), 0,1

lim
1x y

y x
x y→

−
= ∞

+ −
；4) 

0

1lim sin 1
x
y

xy
y→

→+∞

+
= 。 

证明 1) 记 ( ),M x y ， ( )0 1, 1M − ， ( ) ( ) ( )2 2
0, 1 1d d M M x y= = − + + ， 

要证：对任意给定的 0ε > ，找到一个合适的 0δ > ，使得当 ( )00 ,d M M δ< < 时， 3 2 3x xy y ε− + − < 。 
现 0ε∀ > ，对 3 2 3x xy y− + − 进行放大，要分离出 ( )0,d M M ，只须分离出 1x − 和 1y + 形式。则 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

3 23 2

3 2 2

3 2 2

3 2

3 1 1 1 1 1 1 1 1 3

1 3 1 1 1 1 4 1 3 1

1 3 1 1 1 1 4 1 3 1

5 7

x xy y x x y y

x x y x y x y

x x y x y x y

d d d

− + − = − + − − + + − + + − −

= − + − + + − − + + − − +

≤ − + − + + + − + + − + −

≤ + +

 

当 ( ) ( )0, 1, 1M x y M→ − 时， ( )0,d d M M= 比较小，利用预控法来控制变量 x 和 y，不妨设 1d < ，

此时 
3 2 3 13x xy y d− + − ≤ ， 

令13d ε< ，求出
13

d ε
< ，取 min 1,

13
εδ  =  

 
，则当 ( )00 ,d M M δ< < 时，有 

3 2 3x xy y ε− + − < 。 

2) 记 ( ),M x y ， ( )0 1, 2M − ， ( ) ( ) ( )2 2
0, 1 2d d M M x y= = − + + ， 

要证：对任意给定的 0ε > ，找到一个合适的 0δ > ，使得当 ( )00 ,d M M δ< < 时， 

2xy
x y

ε− <
+

。 

现 0ε∀ > ，因
2 22xy xy x y

x y x y
− −

− =
+ +

，且当 ( ) ( )0, 1, 2M x y M→ − 时，分母 1x y+ → − ，分子

2 2 0xy x y− − → ，即分母是有界量，分子是无穷小量，也就是说要使不等式 

2 22xy xy x y
x y x y

ε− −
− = <

+ +
， 

在这个极限过程中，分子起着主要作用，故仅需对分子进行变量分离，分离出 1x − 和 2y + 形式，

将分母放缩为有界量(不能为零)；则有 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2

1 1 2 2 2 1 1 2 2 22 22

1 2 4 1 21 2 4 1 2

5

x y x yxy xy x y
x y x y x y

x y x yx y x y
x y x y

d d
x y

− + + − − − + − + −− −
− = =

+ + +

− − + − + +− + − − − +
= ≤

+ +

+
≤

+

 

当 ( ) ( )0, 1, 2M x y M→ − 时， ( )0,d d M M= 比较小，利用预控法来控制变量 x 和 y，不妨设
1
4

d < ，
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此时
11
4

x − < ，
12
4

y + < ，可得
3 1
2 2

x y− < + < − ，从而有

 
( )

2
252 2 5 2 6xy d d d d d

x y x y
+

− ≤ ≤ + ≤ ⋅
+ +

， 

令12d ε< ，求出
12

d ε
< ，取

1min ,
4 12

εδ  =  
 

，则当 ( )00 ,d M M δ< < 时， 2xy
x y

ε− <
+

。 

3) 记 ( ),M x y ， ( )0 0,1M ， ( ) ( )22
0, 1d d M M x y= = + − ， 

要证：对任意的 0G > ，找到一个合适的 0δ > ，使得当 ( )00 ,d M M δ< < 时， 

1
y x G

x y
−

>
+ −

。 

现 0G∀ > ，因
1 1

x yy x
x y x y

−−
≥

+ − + −
，且当 ( ) ( )0, 0,1M x y M→ 时，分母 1 0x y+ − → ，分子 1x y− → ，

即分子是有界量，分母是无穷小量，也就是说要使不等式
1 1

x yy x G
x y x y

−−
≥ >

+ − + −
，在这个极限过程中，

分母起着主要作用，故仅需对分母进行变量分离，分离出 x 和 1y − 形式，将分子缩小为有界量(不能为

零)；则有 

1 1 2
x y x yy x

x y x y d
− −−

≥ ≥
+ − + −

； 

当 ( ) ( )0, 0,1M x y M→ 时， ( )0,d d M M= 比较小，利用预控法来控制变量 x 和 y，不妨设
1
3

d < ，此

时
1
3

x < ，
11
3

y − < ，可得
5 1
3 3

x y− < − < − ，从而有 

1 1
1 2 3 2

x yy x
x y d d

−−
≥ ≥ ⋅

+ −
， 

令
1

6
G

d
> ，求出

6
d

G
ε

< ，取
1 1min ,
3 6G

δ  =  
 

，则当 ( )00 ,d M M δ< < 时，
1

y x G
x y

−
>

+ −
。 

4) 要证：对任意的 0ε > ，找到一个合适的 0δ > ，使得当 x δ< ，
1y
δ

> 时， 

1sin 1xy
y

ε+
− < 。 

函数结构中含有因式
1sin x

y
+

，类比已知
0

sinlim 1
t

t
t→

= ，为此进行形式统一，对
1sin 1xy

y
+

− 放大，即 

( ) ( )

1 1 1sin sin sin
1sin 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

x x x
x y y yy x x x x x

x x xy
y y y

+ + + 
 +  − = + ⋅ − = + ⋅ − + ≤ + ⋅ − +

+ + + 
 
 

 

因
0

sinlim 1
t

t
t→

= ，故对 0ε∀ > ，存在 ( )0 1η η ε< < < ，当 0 t η< < 时，
sin 1t

t
ε− < 。取 1

2
ηδ ε= < < ，
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当 x δ< ，
1y
δ

> 时，
1 20 2x

y y
δ η+

< < < = ，此时， 

1sin
1sin 1 1 1 3

1

x
x yy x x

xy
y

ε

+
+
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思考 2 利用预控法来控制变量 x 和 y 时，在题目(1) (2) (3)中，分别不妨设 1d < ，
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是如何得到的？这些值可随意选取还是受某些因素的制约？ 

4. 结束语 

这里以四个题目为载体，介绍了预控法在二元函数极限证明中的应用。在实际的教学过程中，学生

必须做足够数量的练习题，才能深刻理解和领悟多元函数极限的本质。练习用定义证明多元函数的极限，

这有助于提高学生分析问题的能力和严谨的逻辑推理能力。 
然而在实际中，多元函数极限在形式上非常复杂；学生在学习过程中要注意积累证明方法和技巧，

在求解某个具体极限问题时，抓其本质特征，在变中找不变，选择合适的方法进行求解。 
多元函数的极限是数学分析的核心内容之一，是数学家在漫长的历史过程中从事科学研究的成果体

现，不仅在知识体系上博大精深，而且在内容中蕴含着丰富的数学思想和数学方法。这些数学方法和数

学思想对培养学生的思维观和方法论起着非常重要的作用。 
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