
Pure Mathematics 理论数学, 2022, 12(5), 848-860 
Published Online May 2022 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2022.125095     

文章引用: 高一天, 刘诗嘉, 李琦, 黄在堂. G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型的渐近行为[J]. 理论数学, 2022, 
12(5): 848-860. DOI: 10.12677/pm.2022.125095 

 
 

G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型的 
渐近行为 

高一天，刘诗嘉，李  琦，黄在堂* 

南宁师范大学，数学与统计学院，广西 南宁 
 
收稿日期：2022年4月21日；录用日期：2022年5月23日；发布日期：2022年5月30日 

 
 

 
摘  要 

本文主要研究了G-布朗运动驱动的金融风险系统模型的渐近行为。利用李雅普诺夫函数和Gronwall不等

式，证明了G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型解的存在唯一性。运用G-伊藤公式和G期望不等式

等相关知识，研究了G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型解在不同平衡点的有界性与全局指数吸引集。 
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Abstract 
This paper mainly studies the asymptotic behavior of the financial risk system model driven by 
G-Brownian motion. Using Lyapunov function and Gronwall inequality, the existence and unique-
ness of the solution of the stochastic financial risk system model driven by G-Brownian motion are 
proved. Using G-Itô formula and G-expectation inequality, the boundedness and global exponential 
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attraction set of the solution of the stochastic financial risk system model driven by G-Brownian mo-
tion at different equilibrium points are discussed. 
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1. 引言 

人们试图使用混沌理论的知识和方法来探究金融模型和经济相关问题，是因为诸如股价、金融风险、

量化数据等从数据表面看是极不规律的，而混沌正是系统极不规律的一种表现形式[1] [2] [3]。2016 年，

徐玉华等人提出金融系统风险的演化分为三个阶段：第一阶段，金融系统受到来自外部或内部的冲击；

第二阶段，金融系统间的传染效应，使得系统风险再一次改变，从而破坏系统稳定性；第三阶段，面对

系统风险，金融机构、监管部门和货币政策作出调整和管控。因此，他们提出了金融风险系统模型[4]， 
( )
( )

( )

1 ,
1 ,

1 ,

x yz a x
y xz b y
z c z xy

= − +
 = − +
 = − −

�
�
�

                                    (1.1) 

其中，x 表示第一阶段来自金融系统外部或内部对系统冲击的总风险值，y 表示第二阶段经过金融系统传

染效应后的总风险值，z 表示第三阶段金融系统受到调控后的总风险值。a，b 表示风险程度，c 表示控制

强度， ,a b R+∈ ， 1c > 。三个阶段的风险相互作用，相互影响。金融风险系统模型(1.1)存在一个无风险

均衡点 ( )0 0,0,0E = 和四个有风险均衡点。 
非线性期望理论发展非常迅速，与概率理论所推导出的线性期望理论不同的是，线性期望理论主要

擅长处理那些其相应的概率模型能够通过数理统计方法和数据分析予以确定的情形，而真实世界与人有

关的各项数据并不能确定其分布情况[5]。将非线性期望理论运用在金融系统具有现实意义和应用基础[6]，
如次线性期望的平移不变性，意味着为了降低风险，可以在风险位置增加现金流；次线性期望的次可加

性，意味着投资组合可以在很大程度上降低风险，这是符合人们认知的。且由 G-布朗运动驱动的随机动

力系统的动力学性质研究甚少，包括随机吸引子、随机有界性、随机分岔和随机混沌等。 
因此，本文不再局限于经典的标准布朗运动，反之引入由次线性期望的体系中建立的非线性布朗运

动，即 G-布朗运动，从而进一步将金融风险系统模型(1.1)转化成如下随机金融风险系统模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

d 1 d d , d ,

d 1 d d , d ,

d 1 d d , d ,

t

t

t

x t y t z t a x t t c x t B B x t B t

y t x t z t b y t t c y t B B y t B t

z t c z t x t y t t c z t B B z t B t

σ

σ

σ

 = − + + +
 = − + + +
 = − − + +

            (1.2) 

其中， iB 是两两相互独立的 G-布朗运动，它们都满足
( ) ( )2 20, , , 1, 2,3

d
iB t

N i
t

σ σ = =  ， ,i iB B 是 G-布朗

运动二次变差过程。 1 2 3, ,σ σ σ 是 G-布朗运动二次变差过程对应的扰动强度， 1 2 3, ,c c c 是 G-布朗运动对应

的扰动强度。 
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本文的组织结构如下：在第 2 节中，给出一些准备知识，供后续章节使用。在第 3 节中，利用李雅

普诺夫函数，证明了 G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型(1.2)解的存在唯一性。在第 4 节中，运用

G-伊藤公式和 G 期望不等式等相关知识，研究了 G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型(1.2)解在不同

平衡点的有界性与全局指数吸引集。 

2. 准备知识 

本节，我们介绍一些关于次线性期望和 G-布朗运动的基本概念和性质[7]-[18]。 
定义 2.1 [7]一个非线性期望 ̂是定义在上的实值函数，是定义在Ω上的实质函数所组成的一个

线性空间， ˆ : → �  ，并满足以下四个条件： 
1) 单调性：对于所有的 ,X Y ∈，且满足 ( ) ( )X Yω ω≥ ，那么 ( ) ( )ˆ ˆX Y≥  ； 
2) 保常数性：对于常数 c∈�，则有 ( ) ( )ˆ ˆX c X c+ = +  ； 
3) 次可加性：对任意的 ,X Y ∈，有 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆX Y X Y+ ≤ +   ； 
4) 正齐次性：对于任意的 X ∈和数 0λ > ，有 ( ) ( )ˆ ˆX Xλ λ=  ， 
称二元组 ( )ˆ, ,Ω  为次线性期望空间。 
定义 2.2 [7] (G-布朗运动的定义)定义在一个次线性期望 ( )ˆ, ,Ω  空间中的随机过程 ( )( )0tB tω ≥ 为

关于 ̂的布朗运动，如果对于每一个 n∈�和 10 , , nt t≤ ≤ ∞� ，都有 
1) ( )0 0B ω = ； 
2) tB 的增量平稳且独立，即对于每一个 , 0t s ≥ ， t s tB B+ − 服从 G 分布； 
3) 对于所有的 n∈�和 [ ]1, , 0,nt t t∈� ， t s tB B+ − 独立于

1 2
, , ,

nt t tB B B� 。 
定理 2.3 [7]在 ( )( )ˆ, ,P

GLΩ Ω  中的一个完备的伊藤过程为 

0 0 0 0
d d d

t t t
t s s s ssX X s B Bµ µ µ µ µα η β= + + +∫ ∫ ∫  

设 ( )1 ,, 0GM Tµ µα η ∈ 和 ( )2 0,GM Tµβ ∈ ， 1, , nµ = � ，则对于每一个 [ ]0,t T∈ 和函数 [ ]( )1,2 0, nC TΦ∈ ×� ，

有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2

1 1

, , , d , , d

1, , d .
2

n t t
t s u u u u u u ux xs s

n nt
u u u u u ux x xs

t X s X u X B u X u X u

u X u X B

µ µ

µ µ µ

µ µ

µ

µ µ µ

µ µ

β α

η β β

=

= =

 Φ −Φ = ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ 

 
+ ∂ Φ + ∂ Φ 

 

∑∫ ∫

∑ ∑∫
 

3. 全局解的存在唯一性 

在本小节文，主要证了 G-布朗运动驱动的明随机金融风险系统模型(1.2)解的存在唯一性。 
定理 3.1 对任意给定的初值 ( ) ( ) ( )( ) 30 , 0 , 0x y z ∈� ，则 G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型(1.2)

存在唯一解 ( ) ( ) ( )( ), ,x t y t z t 。 
证明：由于 G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型(1.2)的系数是局部 Lipschitz 连续的，因此对给

定的初值 ( ) ( ) ( )( ) 30 , 0 , 0x y z ∈� ，存在一个局部解 ( ) ( ) ( )( ), ,x t y t z t ， [ ]0, et τ∈ ，其中 eτ 为爆破时刻。为

了证明解是全局的，我们只需要证明 eτ = ∞，q.s.。 
令 0 1k ≥ 充分大，使得 [ ]0 0 0 0 0, , ,x y z k k∈ − ，对于每个整数 0k k≥ ，定义停时： 

[ ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }{ }inf 0, ;min , , max& , , .k et x t y t z t k x t y t z t kτ τ= ∈ ≤ − ≥  
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显然，随着 k →∞， kτ 不断递增。令 lim kk
τ τ∞ →∞

= ，有 eτ τ∞ ≤ ，q.s.如果能证明 eτ = ∞，q.s.，则有 eτ = ∞，

q.s.，并且对所有的 0t ≥ ， ( ) ( ) ( )( ) 3, ,x t y t z t ∈� ，q.s.。 
为了证明该结论，我们先定义一个 3C 上的函数 3:V R R→ ，如下： 

( ) ( )2 2 2, , ,V x y z mx ny m n z= + + +  

, ,m n l 为常数。令 0 , 0k k T> > 为任意数，当 0 kt Tτ≤ ≤ ∧ ，对函数 V 运用 G-伊藤公式，得到 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

2 2 2
1 1 2 2 3 30

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 20

2 2 2
3 3 3

, ,

0 , 0 , 0 2 1

2 1 2 1 d

2 d 2 d 2 d

2 d , 2 d ,

2 d ,

k

k

k

T

T

T

t t

x t y t z t

x y z mx t y t z t a x t

ny t x t z t b y t m n z t c z t x t y t t

m x t B t n y t B t m n z t B t

mc x t m x t B B nc y t n y t B B

m n c z t m

V

V

n z t B

τ

τ

τ

σ σ σ

σ σ

σ

∧

∧

∧

+ ⋅ − +

+ ⋅ − + + + ⋅ − −

+ ⋅ + ⋅ + + ⋅

+ + + +

+ +

=

+ +

∫

∫

∫
3 .tB

       (3.1) 

因此，上述等式(3.1)可以写成： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0

2
1 10

2 2 2 2 2 2
2 2 3 3 1 1 10

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 3 3 3

, , 0 , 0 , 0

2 1 2 1

2 1 d 2 d

2 d 2 d 2 d

2 d 2 d

k

k

k

T

T

T

V x t y t z t V x y z

mx t y t z t a x t ny t x t z t b y t

m n z t c z t x t y t t m x t B t

n y t B t m n z t B t mc x t m x t t

nc y t n y t t m n c z t m n z t t

τ

τ

τ

σ

σ σ σ σ

σ σ σ σ

∧

∧

∧

−

= ⋅ − + + ⋅ − +

+ + ⋅ − − + ⋅

+ ⋅ + + ⋅ + +

+ + + + + +

∫

∫

∫

 

( )( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1 0,0

2 2 2 2
2 2 2 2 0,

2 2 2 2
3 3 3 3 0,

2 2
1 0, 1 2 0, 20

2
3 0, 3

2 2 1 d

2 2 1 d

2 2 1 d

2 d 2 d

2 d .

k

k

k

k

k

k k

k

T

T

mc m m a x t t

nc n n b y t t

m n c m n m n c z t t

m x t B t n y t B t

m n z t B t

τ
τ

τ

τ

τ
τ τ

τ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ

σ

∧

∧

= + − +

+ + − +

+ + + + + + −

+ ⋅ + ⋅

+ + ⋅

∫

∫

1

1

1

1 1

1

                      (3.2) 

对式子(3.2)，两边取 G-期望后，有 

( ) ( )2
1 0, 10

ˆ 2 d 0,k

k

T
m x t B t

τ
τσ

∧
⋅ =∫ 1  

( ) ( )2
2 0, 20

ˆ 2 d 0,k

k

T
n y t B t

τ
τσ

∧
⋅ =∫ 1  

( ) ( )2
3 0, 30

ˆ 2 d 0.k

k

T
l z t B t

τ
τσ

∧
⋅ =∫ 1  

因此，可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0

0 0 0 0

ˆ ˆ, , , , , , , d

ˆ, , , , d .

k

k k k

k

k k k

T
T T T

T
T T T

V X Y Z V x y z CV t x y z t

V x y z CV X Y Z t

τ
τ τ τ

τ
τ τ τ

∧

∧ ∧ ∧

∧

∧ ∧ ∧

≤ +

≤ +

∫

∫

 


 

其中， ( ){ 2 2 2
1 1 1 1max 2 2 1C mc m m aσ σ σ= + − + ， ( )2 2 2

2 2 2 22 2 1nc n n bσ σ σ+ − + ， 
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( ) ( ) ( )( )}2 2 2
3 3 3 32 2 1m n c m n m n cσ σ σ+ + + + + − ，因此，由 Gronwall 不等式可以得到： 

( ) ( )0 0 0
ˆ , , , , e .

k k k

CT
T T TV X Y Z V x y zτ τ τ∧ ∧ ∧ ≤                        (3.3) 

对于每一个 i Tω τ∈ ≤ ，至少存在 0, k
X τ 、 0, k

Y τ 、 0, k
Z τ 中的一项等于 k− 或 k。记 { }ˆ min , ,c m n m n= + ，

于是 

( ) 2ˆ, , .
k k kT T TV X Y Z ckτ τ τ∧ ∧ ∧ ≤                             (3.4) 

因此，可以得到： 

( ) ( )
{ }( ) ( )
{ }( )

0 0 0

2

ˆ, , e , ,

: , ,

ˆ: ,

k k k k

k k k

CT
T T T T

k T T T

k

V x y z V X Y Z

C T V X Y Z

C T ck

τ τ τ τ

τ τ τω τ

ω τ

≤ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧

 ≥  

≥ ≤

≥ ≤

 1

                 (3.5) 

其中
k Tτ ≤1 是 k Tτ ≤ 的示性函数。令 k →∞有 

{ }lim : 0.kk
C Tω τ

→∞
≤ =  

从而，有 

{ } 0.C Tτ∞ ≤ =  

因为 0T > 是任意的，我们可以得出： 

{ } 1. q.s.C τ∞ = ∞ =  

则在 3� 上，随机金融风险系统模型(1.2)存在全局唯一解。证明完毕。 

4. 随机吸引子与有界性 

本小节主要研究G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型(1.2)的渐近行为，包括随机吸引子和有界性。 
定理 4.1 如果 ( ) ( )2 2

1 1 12 1 2a cσ σ+ > + ， ( ) ( )2 2
2 2 22 1 2b cσ σ+ > + ， 1 0K > 成立。则对给定初解 

( ) 3
0 0,0,0E = ∈� ，G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型(1.2)的解在无风险均衡点有以下性质： 

( ) ( ) ( )
2

2 2
0

1

2 2
2 21 2

1 1 2 2
2 1

1 1ˆsup d

1 12 .
2 2

lim
t

t
x s y s z s t

t K

a b c c
K K

σ σ
σ σ

→∞

 
+ + + 

 
    

≤ + + + − + − +         

∫
 

其中， 

( ) ( )2 2
1 3 3 34 1 4 2 ,K c cσ σ= − − +  

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2
2 1 1 1 2 2 2 1min 2 1 2 ,2 1 2 , .K a c b c Kσ σ σ σ= + − + + − +  

证明：构造以下 Lyapunov 函数： 

( ) 2 2 2, , ln ln 2V x y z x x y y z= − + − +  

根据 G-伊藤公式，可以得到： 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.125095


高一天 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.125095 853 理论数学 
 

1 1 2 2 3 3

2

2 2 2

1 d 1 d dd 2 2 4 d
d d d

1 d 1 d d2 2 4 d
d d d

1 d 1 d d2 2 4 d ,
d , d , d ,

1 d 1 d2 2
2d

t
t t t

t
t t t

t

x y zV x y z t
x t y t t

x y zx y z B
x B y B B

x y zx y z B B
x B B y B B B B

x
x B y

   = − + − +   
    

   + − + − +   
    

   + − + − +        

  + + + +  
   

2 2

2 2

d4 d , .
2d 2d t

t t

y z B B
B B

 
+  

 

        (4.1) 

因此，获得 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

0

2 2
1 1 1 120

2 2
2 2 2 22

3

, ,

10 , 0 , 0 2 1

12 1 4 1 d

1 1 12 2 d ,
2

1 1 12 2 d ,
2

4

t

t

s

s

x t y t z t

x y z x s y s z s a x s
x s

y s x s z s b y s z s c z s x s y s s
y s

x s c x s x s B B
x s x s

y s c y s y s B B
y s y s

z s c z

V

V

σ

σ

 
+ − − +  

 

 
+ − − + + − −  
 

  
 + − + +       

  
 + − + +    

+

=

  

∫

∫

( ) ( )2 2
3 3 3

14 d , .
2 ss z s B Bσ+

       (4.2) 

对于等式(4.2)，两边取 G-期望后，得到： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
0

2
2 2 2 2 1

1 1 1 1 10

2
2 2 2 2 2 22

2 2 2 2 2 3 3 3 30 0

ˆ0 , ,

ˆ ˆ0 , 0 , 0 2 1 1 2 1

ˆ1 4 1 d 2 d ,
2

ˆ ˆ2 d , 4 2 d , ,
2

t

t

s

t t

s s

V x t y t z t

y t z t
V x y z a x s a b y s

x t

z t z t
b c z s t c x s c x s B B

y t

c y s c y s B B c z s z s B B

σ
σ

σ
σ σ

≤

≤ + − + − + + − +

− + + − − + − + +

+ − + + + +

∫

∫

∫ ∫



 



 

    (4.3) 

对不等式(4.3)，通过基本不等式，可以得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 20

2 2 2 2
3 3 3

2 2
2 21 2

1 1 2 2

ˆ ˆ0 , , 0 , 0 , 0

ˆ 2 1 2 2 1 2

4 1 4 2

2 .
2 2

2 d

t

V x t y t z t V x y z

a x s x s c b y s y s c

c z s z s c

a b t c t c t

z s s

σ σ σ σ

σ σ

σ σ
σ σ

≤ −

≤ − + + + − + + +

− − −+ +

   
+ + + + − + −   

   

∫

 


       (4.4) 
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从而，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 10
1

2 2
2 21 2

1 1 2 2
1

1ˆ 2 1 2 2 1 2 d

ˆ 0 , 0 , 0 2 ,
2 2

t
a c x s b c y s K z s t

K

tV x y z a b t c t c t
K

σ σ σ σ

σ σ
σ σ

 
+ − + + + − + + + 

 
   

≤ + + + + − + − +   
   

∫



 

其中， ( ) ( )2 2
1 3 3 34 1 4 2K c cσ σ= − − + 。因此： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 10

1

2 2
2 21 2

1 1 2 2
1

1 1ˆsup 2 1 2 2 1 2 d

12 .
2 2

lim
t

t
a c x s b c y s K z s t

t K

a b c c
K

σ σ σ σ

σ σ
σ σ

→∞

 
+ − + + + − + + + 

 
   

≤ + + + − + − +   
   

∫
 

令 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2
2 1 1 1 2 2 2 1min 2 1 2 ,2 1 2 , ,K a c b c Kσ σ σ σ= + − + + − +  

那么有， 

( ) ( ) ( )
2

2 2
0

1

2 2
2 21 2

1 1 2 2
2 1

1 1ˆsup d

1 12 .
2 2

lim
t

t
x s y s z s t

t K

a b c c
K K

σ σ
σ σ

→∞

 
+ + + 

 
    

≤ + + + − + − +         

∫
 

定理 4.2 假设 1 2 3, , 0e e e > 成立。则对给定初解 ( )* * * 3
1 , ,E x y z= ∈� ，G-布朗运动驱动的随机金融风险

系统模型(1.2)的解在有风险均衡点有以下性质： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2* * *
1 2 30

22 2
2 2 *2 2 2 *2 2 2 * 31 2
1 1 2 2 3 3

3 1 2 3

l 1 ˆsup 1 1 1 d

1 1 1 ,
2 2 4 4

im

4

t

t
x s g x y s g y z s g z t

t

ff fx y z
K e e e

σ σ σ σ σ σ

→∞
− + + − + + − +

 
≤ + + + + + 

 

∫
 

其中， 

*2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1, 1 ,
2 2

e a z c e b cσ σ σ σ σ σ= − − − = − − −  

( )
*2 *2

2 2 2 * * * 2 * 2 2 *
3 3 3 3 3 1 1 1 1 12 2 2 , 1 ,

4 4
x ye c c f y z a x c x xσ σ σ σ σ σ= − − − − − = − + + +  

( ) ( )* * * 2 * 2 2 * * * * 2 * 2 2 *
2 2 2 2 2 3 3 3 3 31 , 2 1 2 2 2 ,f x z b y c y y f c z x y c z zσ σ σ σ σ σ= − + + + = − − + +  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )* * *, , 1 1 , 1 1 , 1 1 ,x y z b c a c a b= + − + − + +  

{ }* * *31 2
1 2 3 3 1 2 3

1 2 3

, , , min , , .
2 2 2

ff fg x g y g z K e e e
e e e
= = = =  

证明：首先我们作一个变换 *u x x= − ， *v y y= − ， *w z z= − ，则模型随机金融风险系统模型(1.2)
可以写成 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

* * * * *
1 1 1 1 1

* * * * *
2 2 2 2 2

* * * * *
3 3 3 3 3

d 1 d d , d ,

d 1 d d , d ,

d 1 d d , d .

t

t

t

u t v t y w t z a u t x t c u t x B B u t x B t

v t u t x w t z b v t y t c v t y B B v t y B t

w t c w t z u t x v t y t c w t z B B w t z B t

σ

σ

σ

 = + + − + + + + + +

 = + + − + + + + + +

 = − + − + + + + + +

 

构造 Lyapunov 函数： 

( ) 2 2 21 1, , ,
2 2

V u v w u v w= + +  

且由 G-伊藤公式可得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

*
10 0

* *
2 3

2* 2 *
1 1 1 10

2* 2 *
2 2 2 20

2* 2 *
3 3 3 30

, , 0 , 0 , 0 d

2 d

1 d ,
2
1 d ,
2

2 d , ,

t t

t

s

t

s

t

s

V u v w V u v w LV s u s u s x

v s v s y w s w s z B s

c u s u s x u s x B B

c v s v s y v s y B B

c w s w s z w s z B B

σ

σ σ

σ

σ

σ

= + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

∫ ∫

∫

∫

∫

             (4.5) 

其中， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

* * *

* * *

* * *

1

1

1 .

LV u t v t y w t z a u t x

v t u t x w t z b v t y

w t c w t z u t x v t y

= + + − + +

+ + + − + +

+ − + − + +

 

通过基本不等式，可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2 * * *

* * * * * * * * *

*2 *2
*2 2 2 2

* * * * * * * * *

1 1 2 1 2

1 1 2 1

1 2 2
4 4

1 1 2 1 .

LV a u s b v s c w s y u t w t x v t w t z u t v t

u t y z a x v t x z b y w t c z x y

x ya z u s b v s c w s

u t y z a x v t x z b y w t c z x y

= − + − + − − − − +

+ − + + − + + − −

 
≤ − − − − − − − − 

 

+ − + + − + + − −

 

对等式(4.5)，两边取 G-期望，得到： 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

*2 2 2 2 2
1 1 1 10

*2 *2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 3 3 3

* * * 2 * 2 2 * * * * 2 * 2 2 *
1 1 1 1 2 2 2 2

* * *

ˆ0 , ,

1ˆ ˆ0 , 0 , 0
2

11 2 2 2
2 4 4

1 1

2 1 2 2

t

V u v w

V u v w a z c u s

x yb c v s c c w s

y z a x c x x u s x z b y c y y v s

c z x y c

σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

≤

 ≤ + − − − − 
 

  − − − − − − − − − −  
   

+ − + + + + − + + +

+ − − +

∫



 

( ) ( )2 * 2 2 * 2 2 *2 2 2 *2 2 2 *2
3 3 3 3 1 1 2 2 3 3

1 12 d .
2 2

z z w s t x t y t z tσ σ σ σ σ σ σ σ σ+ + + +

   (4.6) 

令 
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*2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1, 1 ,
2 2

e a z c e b cσ σ σ σ σ σ= − − − = − − −  

( )
*2 *2

2 2 2 * * * 2 * 2 2 *
3 3 3 3 3 1 1 1 1 12 2 2 , 1 ,

4 4
x ye c c f y z a x c x xσ σ σ σ σ σ= − − − − − = − + + +  

( ) ( )* * * 2 * 2 2 * * * * 2 * 2 2 *
2 2 2 2 2 3 3 3 3 31 , 2 1 2 2 2 .f x z b y c y y f c z x y c z zσ σ σ σ σ σ= − + + + = − − + +  

因此，G-期望不等式(4.6)可以写成以下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 *2 2 2 *2 2 2 *2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 30

22 2
31 2

1 2 30
1 2 3

22 2
2 2 *2 2 2 *2 2 2 *2 31 2
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 1ˆ d
2 2

ˆ d
2 2 2

1 1
2 2 4 4 4

t

t

e u s e v s e w s f u s f v s f w s t x t y t z t

ff fe u s e v s e w s t
e e e

ff fx t y t z t t t t
e e e

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

− − − + + + + + +

    
= − − − − − −    

     

+ + + + + +

∫

∫





.

 

因此，有： 

( ) ( ) ( )
22 2

31 2
1 2 30

1 2 3

22 2
2 2 *2 2 2 *2 2 2 * 31 2
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 ˆsup d
2 2 2

1 1 ,
2 2

lim

4 4 4

t

t

ff fe u s e v s e w s t
t e e e

ff fx y z
e e e

σ σ σ σ σ σ

→∞

    
− + − + −    

     

≤ + + + + +

∫
 

如果令 { }3 1 2 3min , ,K e e e= ，则 

( ) ( ) ( )
22 2

31 2
0

1 2 3

22 2
2 2 *2 2 2 *2 2 2 * 31 2
1 1 2 2 3 3

3 1 2 3

1 ˆsup d
2 2 2

1 1 1 .
2 2 4 4 4

lim
t

t

ff fu s v s w s t
t e e e

ff fx y z
K e e e

σ σ σ σ σ σ

→∞

    
− + − + −    

     

 
≤ + + + + + 

 

∫
 

将原变换代入式子，并有 *1
1

12
f g x
e
= ， *2

2
22

f g y
e

= ， *3
3

32
f

g z
e

= ，则有： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2* * *
1 2 30

22 2
2 2 *2 2 2 *2 2 2 * 31 2
1 1 2 2 3 3

3 1 2 3

l 1 ˆsup 1 1 1 d

1 1 1 .
2 2 4 4

im

4

t

t
x s g x y s g y z s g z t

t

ff fx y z
K e e e

σ σ σ σ σ σ

→∞
− + + − + + − +

 
≤ + + + + + 

 

∫
 

定理 4.3 如果下列条件 

1) ( ) 2 2 2
1 1 1 12 1 2 0m na c k

m
σ σ σ +

+ − − − > ， 

2) ( ) 2 2 2
2 2 2 22 1 2 0m nb c k

n
σ σ σ +

+ − − − > ， 

3) ( )( )2 2
3 3 32 0m n cσ σ+ + >  

成立，令
( ) ( )

2
23 3

1 2 2
3 3 3

3
2

2
c

L m n k
c
σ

σ σ

 
 
 
 

+
= − +

+
， 0l 是正定矩阵 M 的最小(正)特征值，有 1

0

Ll
l

= ，其中， 
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( )

( )

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2

2 1 2 0 0

0 2 1 2 0 .

0 0 2

m na c k
m

m nM b c k
n

σ σ σ

σ σ σ

+ + − − − 
 

+ = + − − − 
 
  
 

 

那么以下估计成立， ( )( ) ( )( ) ( )0 0
, , 0 0 0

ˆ , , , , e l t t
m n m nV x y z l V x y z l − −− ≤ − 。特别地， 

( ) ( ){ }1 ,
ˆ, , | , ,m nx y z V x y z lΩ = ≤ 是 G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型(1.2)的全局指数吸引集，其

中 ( ) ( )( )22 2
, , ,m nV x y z mx ny m n z k= + + + − 。 
证明：构造以下 Lyapunov 函数 

( ) ( )( )22 2
, , , .m nV x y z mx ny m n z k= + + + −  

根据 G-伊藤公式，计算 ( ), , ,m nV x y z 沿随机金融风险系统模型(1.2)轨迹的导数，可以得到： 

( )( )

( )( )

( )( )

( )

1 1 2 2 3 3

2 2 2

2 2 2

d d dd 2 2 2 d
d d d

d d d2 2 2 d
d d d

d d d2 2 2 d ,
d , d , d ,

d d d d , .
d d d

t
t t t

t
t t t

t
t t t

x y zV mx ny m n z k t
t t t

x y zmx ny m n z k B
B B B

x y zmx ny m n z k B B
B B B B B B

x y zm n m n B B
B B B

 = + + + − 
 
 

+ + + + − 
 
 

+ + + + −  
 
 

+ + + + 
 

           (4.7) 

因此，有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0

0

0

2 2
1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
3 3 3 3

, ,

0 , 0 , 0 2 1

2 1

2 2 2 d

2 d , 2 d ,

2

2 1 d

d , .

t

t

t

t

t

s st

s

x t y t z t

x y z mx s y s

V

V

m n z k c z

z s a x s

ny s x s z s b y s s s s s

m x s n y s m n z s z s k B s

mc x s m x s B B nc y s n y s B B

m n c z s z s k m n

x y

z s B B

s

σ σ σ

σ σ

σ

=

+

+ − +

+ − +

+ + + + −

+ +

+ − −

+ +

+ + − +

−

+

∫

∫

∫

        (4.8) 

对(4.8)式子，两边取 G-期望，获得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0

2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2

2

2 2 2 2
3 3 3 3 3

ˆ , ,

ˆ0 , 0 , 0 2 1 2

2 1 2

2 1 2 2

2 2 d ,

t

t

V x t y t z t

V x y z a c mx s

b c ny s

m n c z s k m n z s k m n x s y s

m n c m n z s c k m n z s s

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

≤ + − + − −

− + − −

+ + − − + + +

+ + + + − +

∫





                 (4.9) 

根据基本不等式， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22k m n x s y s k m n x s k m n y s+ ≤ + + + ，因此有 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0

2 2 2 2
1 1 1 1

22 2 2 2
2 2 2 2

ˆ , ,

ˆ0 , 0 , 0 2 1 2

2 1 2 2 , d ,

t

t

V x t y t z t

m nV x y z a c k mx s
m

m nb c k ny s m n z s k F x y s
n

σ σ σ

σ σ σ

+ ≤ + − + − − + 
 

+ − + − − + − + − + 
 

∫



  

其中， 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2
2

2 2 3 3
3 3 3 2 2

3 3 3

2
23 3

2 2
3 3 3

2
23 3

2 2
3 3 3

1

3
, 2

2

3
2

2

sup ,

3
2

2

.

c
F x y m n c z

c

c
m n k

c

F x y

c
m n k

L

c

σ
σ σ

σ σ

σ
σ σ

σ
σ σ

 + = + + −
 + 

+
+ − +

+

≤

 + = − +
 + 

 
 
 
 

=

 

因此，获得 

( )( ) ( ) ( )( )
0

, , 0 0 0 0 , 1
ˆ ˆ, , , , , , d .

t
m n m n m nt

V x y z l V x y z l V x y z L s− ≤ + − +∫   

利用 Gronwall 不等式，可以得到： 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0

0

0 0 0 0

, , 0 0 0 1

1
, 0 0 0

0

ˆ , , , , e e d

, , e 1 e

tl t t l t t
m n m n t

l t t l t t
m n

V x y z l V x y z L s

LV x y z
l

− − − −

− − − −

− ≤ +

= + −

∫
 

令 1

0

Ll
l

= ，当 ( )( ),
ˆ , , 0m nV x y z l− > 和 ( )( ), 0 0 0

ˆ , , 0m nV x y z l− > 时，以下估计成立： 

( )( ) ( )( ) ( )0 0
, , 0 0 0

ˆ , , , , e ,l t t
m n m nV x y z l V x y z l − −− ≤ −  

从而 ( ),
ˆlim , ,m nt

V x y z l
→∞

≤ ，所以可得， 

( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ }22 2
,

ˆ ˆ, , | , , , , |m nx y z V x y z l x y z mx ny m n z k lΩ = ≤ = + + + + ≤ 
   是随机金融风险系统模型

(1.2)的全局指数吸引集。 
定理 4.4 对于任意 ( )0,1ε ∈ ，存在 ( ) 0ρ ρ ε= > ，假设 ( ) ( )2 2

1 1 12 1 2 0a cσ σ+ − + > ， 

( ) ( )2 2
2 2 22 1 2 0b cσ σ+ − + > ， ( ) ( )2 2

3 3 34 1 4 2 0c cσ σ− − + > ，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3max 2 1 2 ,2 1 2 ,4 1 4 2a c b c c cλ σ σ σ σ σ σ= + − + + − + − − + ，使得 G-布朗运动驱动的

随机金融风险系统模型(1.2)的解 ( )X t 满足 

( ){ }limsup ,
t

P X t ρ ε
→∞

> <  

则 G-布朗运动驱动的随机金融风险系统模型(1.2)是随机最终有界的，其中 ( ) 2 2 2X t x y z= + + 。 
证明：构造以下 Lyapunov 函数， 
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( ) 2 2 21 1 1, , 2 .
4 4 8

V x y z x y z= + + + + +  

根据 G-伊藤公式，可以得到： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 2
3 3 3 3

, ,

2 2 4 d

2 d , 2 d ,

4 2

d

2 1 2 1

4 1 d

d , .
t t

t

x t y t z t

t t t t t t t t

t t t t x t y t z t

V

x y z a x y x z b y

z c B t

c x t x t B B c y t y t B B

c z t z

y

t

x

B B

z t σ σ σ

σ σ

σ

= − +

+ + +

+ + + +

+ − +

+ − −

+ +

           (4.10) 

对(4.10)式子两边积分，并取 G-期望，得到 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

0

2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2 3 3 3

0

ˆ , ,

ˆ0 , 0 , 0 2 1 2

2 1 2 4 1 4 2 d

, ,

t

t

V x t y t z t

V x y z a c x s

b c y s c c z s s

V x t y t z t C

σ σ

σ σ σ σ

λ

≤ + − + − +

− + − + − − − +

< − +

∫




            (4.11) 

其中 0 0C > ，故有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0
0

0

0

0 0

0

ˆ ˆ ˆe e d e

ˆ e d e d

ˆ ˆe d e , ,

ˆ e d

e 1 ,

tt s

t s s

t s s

t s

t

V t V t V s

V s s V s

V s s V x t y t z t

C s

C

λ λ

λ λ

λ λ

λ

λ

λ

λ

λ

    − =      
 = +  

= +

 ≤   

≤ −

∫

∫

∫

∫

  



 



             (4.12) 

从而，获得 

( ) ( ) ( ) ( )0 0ˆ ˆ ˆe 1 e : .t tC C
V t V t V t Lλ λ

λ λ
−≤ + − ≤ + =              

假设 ρ 足够大，使得 0 1
C
λρ

< 。由 chebyshev’s 不等式，得 ( ){ } LP V t ρ
ρ

> ≤ 。由此可得 

( ){ } 0sul m pi : .
t

C
P V t ρ ε

λρ→∞
> ≤ =  

因为 ( ) 2 2 2V t x y z x y z≥ + + ≥ + + ，所以有 ( ){ }limsup
t

P X t ρ ε
→∞

> < ，则随机金融风险系统模型(1.2)
是随机最终有界的。 
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