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摘  要 

旋转体的体积是数学分析中定积分的重要应用之一，关于曲线绕任意直线所成的旋转体的体积的计算公

式已有相关文献利用“微元法”思想进行了讨论。在此基础上，本文利用坐标变换的方法对于空间一般

曲线绕直线旋转而成的旋转体体积的计算进行了研究，得出了空间一般曲线绕直线旋转一周而成的旋转

体的体积公式。 
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Abstract 
The volume of a rotating body is one of the important applications in mathematical analysis. The 
calculation formula of the volume of a rotating body formed by a curve around an arbitrary 
straight line has been discussed in related literatures by using the idea of “micro element me-
thod”. Based on this, we use the coordinate transformation to study the calculation of the volume 
of the revolving body formed by the space general curve rotating around a straight line and obtain 
the volume formula of the revolving body formed.  
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1. 引言 

曲线绕坐标轴旋转生成的旋转体的体积是数学分析课程定积分的重要应用之一。对于平面图形绕坐

标轴旋转所成的旋转体体积的计算在数学分析课程中已有清晰的阐述。关于曲线绕任意直线旋转一周而

成的旋转体的体积积分公式已有相关文献利用微元法进行了讨论，如：[1] [2]讨论了参数曲线方程绕空间

直线旋转一周所成的旋转体的体积计算公式，[3] [4] [5] [6]讨论了空间一类曲线绕任意直线旋转一周生成

的旋转体的体积计算方法，[7] [8]从积分的角度讨论了空间曲线绕直线旋转一周而成旋转体的体积计算方

法。但对于一般方程的空间曲线 
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绕直线旋转一周而成的旋转体没有给出体积计算公式。因此本文研究的一个目的是推导形如(1)的空间曲

线绕直线旋转一周而成的旋转体的体积公式。 
这里主要讨论位于直线一侧的曲线绕直线旋转一周而成的旋转体的体积，对于其他情形的讨论见[7]。 

2. 预备知识 

引理1 [9] 设函数 ( )f x 在[a,b]上连续，对于由 ( )0 y f x≤ ≤ 与 a x b≤ ≤ 所界定的平面图形绕x轴一周

所得到的旋转体体积为 

( )2 d
b

a
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引理2 [9] (变量代换公式) 
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推论1 [10] 正交变换保持体积不变。 

3. 主要结论及证明 

定理 1 设空间光滑曲线
( )
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′ ′ ，则曲线 C 绕直线 0 0 0:
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( )
( ) ( )2

3
2 2 2 2

d
b

Ha
V d A By x Cz x x

A B C
′ ′= + +

+ +

π
∫  

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2022.127128
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


罗柱，史丽萍 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.127128 1171 理论数学 
 

其中 
2 2 2
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证 在曲线C上任取一点 ( ), ,M x y z= ，根据隐函数定理，在M的某一邻域内曲线C可由参数曲线 
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表示。取坐标变换 
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注1 在变换(2)下，直线L即为X轴。 
由引理2，推论1，在变换(2)下，旋转体在新坐标系下保持体积不变。在坐标变换(2)下，点M的横坐

标为 
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点M到直线L的距离为 
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根据引理1，旋转体体积为 
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4. 应用 

例[3]：求曲线
2   
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x z

 =


+ =
在 [ ]0,1x∈ 上的一段绕直线 :

1 2 1
x y zL = = 旋转一周成的旋转体体积。 

解 将曲线方程化为 

( )
( )

2, , 0

, , 0

F x y z x y

G x y z x z

 = − =


= + =
 

则 

2 ,
  

  

  

  
1

x yz x

x yz x

z z

z

y y

y zy

F FF F
G GG G

y x z
F F F F
G G G G

′ ′′ ′
′ ′′ ′

′ ′= = = = −
′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′

 

( ) ( ) ( )2 222 2 22 2 2Hd x x x x x= + + + −  

旋转体体积为 
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