
Pure Mathematics 理论数学, 2022, 12(9), 1487-1492 
Published Online September 2022 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2022.129162  

文章引用: 董瑞林, 张晓茹, 郑克礼. 复正交李超代数 osp(1,2)的拟型心与型心的矩阵表示[J]. 理论数学, 2022, 12(9): 
1487-1492. DOI: 10.12677/pm.2022.129162 

 
 

复正交李超代数osp(1,2)的拟型心与型心的矩阵

表示 

董瑞林，张晓茹，郑克礼* 

东北林业大学数学系，黑龙江 哈尔滨 
 
收稿日期：2022年8月13日；录用日期：2022年9月13日；发布日期：2022年9月20日 

 
 

 
摘  要 

本文为研究复数域上不超过三阶的正交李超代数 ( )osp 1,2 的拟型心与型心，应用解线性方程组的方法，

分别在奇变换和偶变换两种情况下确定了这些李超代数拟型心和型心的矩阵表示。最终得到其在奇变换

下的拟型心在标准基上的矩阵为 5 50 × ，型心在标准基上的矩阵为 5 50 × ；其在偶变换下的拟型心在标准基

上的矩阵为 cI5 5× ，型心在标准基上的矩阵为 cI5 5× 。 
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Abstract 
In this paper, in order to study the centroids and quasi-centroids of the orthogonal Lie superalge-
bras ( )osp 1,2  over complex fields, the matrix representations of centroid and quasi centroid of 
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( )osp 1,2  are determined by applying the method of solving the system of linear equations in the 
cases of odd and even transformations, respectively. The final matrix of its quasi-centroids on the 
standard basis under odd transformation is 5 50 ×  and the matrix of the centroids on the standard 
basis is 5 50 × ; the matrix of its quasi-centroids on the standard basis under even transformation is 
cI5 5×  and the matrix of the centroids on the standard basis is cI5 5× . 
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1. 引言 

作为 Z2-阶化流形的数学模型，复李超代数在理论物理、工程学以及其他数学领域中都有着重要的意

义[1] [2] [3] [4]。型心和拟型心作为复李超代数上的重要映射，其在双导子的研究中起到关键的作用[5]。
对于复单李超代数 ( )1, 2gl 的型心，文献[6]证明了其是常数阵或其平方是常数阵，并且此类李超代数的型

心与拟型心相同。对于一般李超代数的拟型心，文献[7]证明了其保持诣零根不变。而在文献[8] [9] [10]
中具体研究了特殊线性李超代数几类子代数的型心和拟型心。Cartan 型模李超代数是一类非常重要的单

模李超代数，它的结构与表示是当前较为活跃的研究方向。在李超代数理论中，作为刚体运动学对应超

旋转的重要数学模型，有限维的正交辛李超代数 ( ),osp m n 研究已成为当前该领域的核心研究之一。对于

实数域上正交辛李超代数 ( )osp  ，文献[11]讨论了其理想之间的关系并证明了 ( )osp  的所有理想都是

标准的。文献[12]以素特征域上正交线性李超代数 ( )1,4osp 为例，研究其在广义 Witt 型李超代数上的中

心化子。但未有文章研究具体给定正交李超代数的型心与拟型心。本文将主要研究 3 阶复正交李超代数

( )1,2osp 的型心与拟型心的矩阵表示。相较于同类文章，文本推广了已有文献中的结论，对已有公理系

统进行运用，研究具体给定正交李超代数。 
文本结构如下：第二部分是预备知识，介绍了本文用到的一些基本概念和符号。第三部分得到了

( )1,2osp 的拟型心的矩阵表示。第四部分得到了 ( )1,2osp 的型心的矩阵表示。 

2. 预备知识 

定义2.1 设 { }2 0, 1= 为模2剩余类环，则复数域C上的 2 -阶化线性空间 0 1L L L= ⊕ 称为李超代数，

若对其上定义的双线性二元运算 [ ], 满足： 
1) 超反对称性： 

[ ] ( ) ( ) ( ) [ ], 1 ,d x d yx y y x= − −  

2) 超莱布尼兹公式： 

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) [ ], , , , 1 , ,d x d yx y z x y z y x z     = + −       

其中： , ,x y z 是李超代数中的 2 -齐次元素， ( ) ( ) ( ), ,d x d y d z 分解为 , ,x y z 的 2 -阶化次数。 
注：超莱布尼茨公式移项整理后就是雅可比恒等式，李超代数也称为 2Z -阶化李代数。 
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定义 2.2 在 ( ),l m n 中定义超代数 ( ) ( ) ( )0 1, , ,osp m n osp m n osp m n− −= ⊕ ，令 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }deg
2, , | , 1 , ,x

s sosp m n a l m n F a x y F x a y sδ= ∈ = − − ∈  

其中： 2n r= 是偶数，我们将 ( ),osp m n 称为正交对称的超代数，当 0n = 或 0m = 时即转换为正交的或对

称的李代数。 
定义 ( ) ( )2 2 1 2 2 1m n m n+ + × + + 阶矩阵， 

2 1|2
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其中： mI 是 m m× 阶单位矩阵， mI 是 n n× 阶单位矩阵，令 2 |2m nς 表示从中删除第 2 1m + 行与第 2 1m + 列

所得到的 ( ) ( )2 2 2 2m n m n+ × + 阶矩阵，那么有 

( ) ( ){ }|2 |2, 2 , 2 | 0st
l n l nosp l n G gl l n G Gς ς= ∈ + =  

其中： stG 表示 G 的超转置。则 ( ), 2osp l n 可表示为 
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其中：B，C 是斜对称矩阵，E，F 是对称矩阵，易得 

( ) ( ){ }1|2 1|21, 2 1, 2 | 0stosp g gl g gς ς= ∈ + =  

则 ( )1,2osp 可由如下矩阵表示 

1

1

0 z z
g z d e

z f d

 
 = − 
 − 

 

由此可以验证 23 32 22 33 12 31 13 21, , , ,e e e e e e e e− − + 是 ( )1,2osp 的一组基。 
其中 ije 表示第 i 行第 j 列的元素为 1，其余位置为 0 的方阵。为简便本文称以上这组基为对应代数的

标准基。 
定义 2.3 设 L 是复李超代数，则称 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2| , , 1 , , , ,d x d fL f End L f x y f x y x f y x y Lθ θ θΓ = ∈ = = − ∈ ∈       
 

为 L 上的 2 -阶化型心；称 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2| , 1 , , , ,d x d fQ L f End L f x y x f y x y Lθ θ θΓ = ∈ = − ∈ ∈       
 

为 L 上的 2 -阶化拟型心，其中 ( )End Lθ 表示所有 L 中 2 -阶化线性变换的集合。 
注：对任意 ( )f End Lθ∈ ，若 0θ = ，则称 f 为偶变换，即 ( ) 0d f = ；若 1θ = ，则称 f 为奇变换，即

( ) 1d f = 。 
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命题 2.4 设 f 是李超代数上的线性变换，则 f 在一组基上的矩阵表示为： 

( ) ( )

11 12 1,

21 22 2,
11 12 11 12

,1 ,2 ,

, , , , ,

n

n
nn nn

n n n n

k k k
k k k

f e e e e e e

k k k

 
 
 =  
  
 





 

   



 

注：当 f 表示型心时，由元素 ijk 组成的矩阵即是型心矩阵表示法；当 f 表示拟型心时，由元素 ijk 组

成的矩阵即是拟型心矩阵表示法。 

3. ( )osp 1,2 拟型心的矩阵表示 

引理 3.1 设 f 是 ( )1,2osp 线性变换，则 f 在 ( )1,2osp 的标准基上的线性变换为： 

( ) ( ) ( ) ( )23 11 23 21 32 31 22 33 41 12 31 51 13 21f e k e k e k e e k e e k e e= + + − + − + +  

( ) ( ) ( ) ( )32 12 23 22 32 32 22 33 42 12 31 52 13 21f e k e k e k e e k e e k e e= + + − + − + +  

( ) ( ) ( ) ( )22 33 13 23 23 32 33 22 33 43 12 31 53 13 21f e e k e k e k e e k e e k e e− = + + − + − + +  

( ) ( ) ( ) ( )12 31 14 23 24 32 34 22 33 44 12 31 54 13 21f e e k e k e k e e k e e k e e− = + + − + − + +  

( ) ( ) ( ) ( )13 21 15 23 25 32 35 22 33 45 12 31 55 13 21f e e k e k e k e e k e e k e e+ = + + − + − + +  

定理 3.2 若 ( )1,2osp 的拟型心偶变换，则其在标准基上的矩阵为 5 5cI × ，其中 c 为任意的复数。 
证明：设偶变换为 f 是 ( )1,2osp 的拟型心，根据拟型心的定义分别用 23 32 22 33 12 31 13 21, , , ,e e e e e e e e− − + 代

替定义中的 ,x y 进行运算。当 23 32,x e y e= = 时， ( )23f e 与 32e 的情况为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

23 32
23 32 23 32 32 23

23 32 32 23

11 22 33 31 32 51 12 31

, 1

2

d f e d ef e e f e e e f e

f e e e f e

k e e k e k e e

  = − − 
= −

= − − + −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

23 32
23 32 23 32 32 23

23 32 32 23

22 22 33 32 23 42 21 13

, 1

2

d e d f ee f e e f e f e e

e f e f e e

k e e k e k e e

  = − − 
= −

= − − − −

 

又由拟型心的定义可得 ( ) ( )23 32 23 32, ,f e e e f e   =   ，所以通过比较系数可得： 

11 22 31 32 51 42, 0k k k k k k= = = = =  

其他情况同理可得 11 22 33 44 55k k k k k= = = = ， 

12 13 14 15 21 23 24 25 31 32 34 35 41 42 43 45 51 52 53 43 0k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = 。 
类似的，可得 f 是奇变换即 ( ) 1d f = 的情况。 
定理 3.3 若 ( )1,2osp 的拟型心是奇变换，则其在标准基上的矩阵为 5 50 × 。 
证明：设奇变换为 f 是 ( )1,2osp 的拟型心，根据拟型心的定义分别用 23 32 22 33 12 31 13 21, , , ,e e e e e e e e− − + 代

替定义中的 ,x y 进行运算。当 23 32,x e y e= = 时， ( )23f e 与 32e 的情况为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

23 32
23 32 23 32 32 23

23 32 32 23

11 22 33 31 32 51 12 31

, 1

2

d f e d ef e e f e e e f e

f e e e f e

k e e k e k e e

  = − − 
= −

= − − + −
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

23 32
23 32 23 32 32 23

23 32 32 23

22 22 33 32 23 42 21 13

, 1

2

d e d f ee f e e f e f e e

e f e f e e

k e e k e k e e

  = − − 
= −

= − − − −

 

又由拟型心的定义可得 ( ) ( )23 32 23 32, ,f e e e f e   =   ，所以通过比较系数可得： 

11 22 31 32 51 42, 0k k k k k k= = = = =  

其他情况同理可得 11 22 33 44 55 0k k k k k= = = = = ， 

12 13 14 15 21 23 24 25 31 32 34 35 41 42 43 45 51 52 53 43 0k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = 。 

4. ( )osp 1,2 型心的矩阵表示 

定理 4.1 若 ( )1,2osp 的型心是偶变换，则其在标准基上的矩阵为 5 5cI × 其中 c 为任意的复数。 
证明：设 ( )1,2osp 的型心 f 是偶变换，则此时可同样用 ( )1,2osp 的基元素代替型心定义中的 ,x y 。当

23 32,x e y e= = 时，由 [ ],x y xy yx= − ，有： 

[ ] [ ] ( ) ( )23 32 23 32 32 23 22 33 22 33,f e e f e e e e f e e c e e= × − × = − = −  

( ) ( ) ( )23 32 11 22 33 31 32 51 12 31, 2f e e k e e k e k e e  = − − + −   

又由型心定义 

[ ] ( )23 32 23 32, ,f e e f e e =    

所以 11 31 51, 0k c k k= = = ，其他情况同理可得 22 33 44 55k k k k c= = = = ， 

12 13 14 15 21 23 24 25 32 34 35 41 42 43 45 52 53 43 0k k k k k k k k k k k k k k k k k k= = = = = = = = = = = = = = = = = = 。 
同理，根据 f 为奇变换定义运算可得型心矩阵。 
定理 4.2 若 ( )1,2osp 的型心是奇变换，则其在标准基上的矩阵为 5 50 × 矩阵。 
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