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摘  要 

国内现行概率论教材中，随机变量函数的分布是重要知识点，但分布较杂、较散，不利于高校师生系统

教学与学习。基于此，本文归纳了各类常见的随机变量函数的分布，并针对应用最广泛的二维连续型随

机变量函数分布进行优化拓展，使问题易于理解，计算更为方便。主要表现在：1) 利用一维数轴，降维

处理变量取值范围问题；2) 引入一个重要定理，将各类二维连续型随机变量函数分布的求解一般化；

3) 引入国外教材“总–分–总”的解题思路，拓宽新的解题路径；4) 简述多维随机变量函数分布的解

题技巧。最终给出合理解题路径选择。 
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Abstract 
In the current domestic probability theory textbooks, the distribution of random variable func-
tions is an important knowledge point, but the distribution is more mixed and scattered, which 
is not conducive to the systematic teaching and learning of teachers and students in colleges and 
universities. Based on this, this paper summarizes the distribution of various common random 
variable functions, and optimizes and expands the distribution of functions of the most widely 
used two-dimensional continuous random variable, making the problem easy to understand and 
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more convenient to calculate. It is mainly manifested in: 1) Using the one-dimensional number 
axis to reduce the dimensionality to deal with the variable value range problem; 2) Introduce an 
important theorem to generalize the solution of various two-dimensional continuous random varia-
ble function distributions; 3) Introduce the solution ideas of foreign textbooks “total-score-total” to 
broaden the new solution path; 4) Briefly describe the problem solving techniques of multidimen-
sional random variable function distribution. Finally, the path selection of the comprehension 
question is given. 
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Distribution Function, Number Axis Method, Formula Method, Two-Dimensional Continuous  
Random Variable 
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1. 引言 

随机变量函数的分布是现行概率论教材[1]中的重要章节，在实际应用和课程练习中意义重大，同时

也是高校师生必须掌握的教学重点、学习难点。那么，如何定义随机变量函数的分布？如何对其进行分

类？如何熟练运用各种解题方法？虽然大多数教科书已涉及上述问题并予以说明，但知识点的分布较杂、

较散，而现有研究多从思路延伸和教学设计角度探讨上述问题，如生志荣[2]通过偏导数的思想给出求解

二维连续型随机变量函数分布的一般化定理；马醒花[3]等给出了 n 维连续型随机变量函数分布的解法。

两位学者均在一定程度上弥补了教材缺陷。而藏鸿雁[4]等以一维连续型随机变量函数的分布为基础展开

教学设计，为课程教学提供新板块。但上述教材内容与各学者的研究鲜对其系统进行归纳。故本文结合

教材中涉及的随机变量函数的知识点，在对其分类汇总的基础上，优化解题技巧，拓展解题方法，使问

题易于理解，计算更为方便。 
文章的主要内容将系统介绍一维和二维随机变量函数分布的常规解法，并重点利用一维数轴降维处

理二维连续型随机变量函数的分布，同时引入国外教材“总–分–总”的解题思路与国内解法对比分析，

在此基础上给出合理解题路径选择。 

2. 一维随机变量函数的分布 

2.1. 一维离散型随机变量函数的分布 

设 X 是离散型随机变量，其分布律为： 

( ) ( ), 1,2,3,i iP X x p i= = =                                 (1) 

若存在随机变量 Y，使得 ( )=Y g X ，则 Y 的分布律为： 

( )
( )

( ), 1,2,3,
i k

i k
y g x

P Y y p k
=

= = =∑                              (2) 

例 1 已知随机变量 X 的分布律为： 

( ) ( )1 , 1,2,3,
2k kP X x k= = =  . 
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设 cos
2

=
πY X ，试求随机变量 Y 的分布律。 

解：由 X 的取值可确定 Y 的取值： 
1, 2,3, 4,5,6,7,8,= X  

0, 1,0,1,0, 1,0,1,= − − Y  

故： 

( )
1, 4 2

cos 0, 2 1 1,2,3,
2

1, 4

X k
Y X X k k

X k

− = −
= = = − =



π

=
 . 

( ) ( ) 4 2
1 1

1 41 4 2
152

∞ ∞

−
= =

= − = = − = =∑ ∑ k
k k

P Y P X k , 

( ) ( ) 2 1
1 1

1 20 2 1
32

∞ ∞

−
= =

= = = − = =∑ ∑ k
k k

P Y P X k , 

( ) ( ) 4
1 1

1 11 4
152

∞ ∞

= =

= = = = =∑ ∑ k
k k

P Y P X k . 

故离散型随机变量 Y 的分布律如表 1 所示： 
 

Table 1. Distribution of Y 
表 1. Y 的分布律 

Y 的分布律 

Y −1 0 1 

P 4/15 2/3 1/15 

 
故离散型随机变量 Y 的分布律如表 1 所示。 

2.2. 一维连续型随机变量函数的分布 

2.2.1. 分布函数法 
分布函数法是求解一维连续型随机变量函数分布的最常见解法，其核心思想是“替换”。设连续型

随机变量具有概率密度 ( )Xf x ， a x b< < ，试求 ( )=Y g X 的概率密度。解题思想如下： 
1) 利用X的概率密度不为 0的区间，确定 Y的概率密度不为 0的区间。即将 x a= ，x b= 代入 ( )=y g x ，

确定 y 的两个分段点。再对 ( )=y g x 求导，若极值在区间内存在，则极值也是一个分段点。找到分段点

有助于对 y 分类讨论。 
2) 在上述区间内建立随机变量 Y 的分布函数 ( )YF y ，即概率 ( )≤P Y y 。 
3) 通过等价变形转化为用 X 的分布函数表示的 ( )YF y 。 
4) 对 y 求导，得到区间上 Y 的概率密度。 
下面以一个例题进行具体说明： 
例 2 设随机变量 X 的概率密度为： 

( )
3 , 0 1,
0, else.X

x x
f x

≤ ≤
= 
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求随机变量 e= XY 的概率密度。 
解：由题可知，当 x 取值 [ ]0,1 时，y 取值 [ ]1,e  
情形一当 1<y 时， ( ) ( ) 0= ≤ =YF y P Y y ， ( ) ( ) 0′= =Y Yf y F y  
情形二当 e>y 时， ( ) ( ) 1= ≤ =YF y P Y y ， ( ) ( ) 0′= =Y Yf y F y  
情形三当 y 取值 [ ]1,e 时，Y 的分布函数和概率密度为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )e ln ln= ≤ = ≤ = ≤ =X
Y XF y P Y y P y P X y F y , 

( ) ( ) ( ) 1 3lnln ln′= = =Y X X
yf y F y f y

y y
, 

综上， e= XY 的概率密度为： 

( )
3ln , 1 e,

0, else.
Y

y y
yf y

 < <= 


 

2.2.2. 公式法 
定理 1 [1]设随机变量 X 具有概率密度 ( ) ,−∞ < < +∞Xf x x ，设函数 ( )g x 处处可导且 ( ) 0′ >g x 或

( ) 0′ <g x 恒成立。则 ( )=Y g X 是连续型随机变量，其概率密度为： 

( ) ( ) ( ) , ,

0, else.
x

Y

f u y u y y
f y

α β ′ < <   = 


                           (3) 

其中， ( ) ( ){ }min ,α = −∞ +∞g g ， ( ) ( ){ }max ,β = −∞ +∞g g 。 ( )u y 是 ( )g x 的反函数。 
例 3 设随机变量 ( )2~ ,µ σX N ，试证明 X 的线性函数 2 3= +Y X 也服从正态分布。 
证：由题可知，X 的概率密度为： 

( )
( )2

221 e ,
2

x

Xf x x
µ

σ

σ

− −

= −∞ < < +∞
π

, 

现有 ( ) 2 3= = +y g x x ，由此可得 ( ) 3
2
−

= =
yx u y ，且有 ( ) 1

2
′ =u y ，进一步推出 2 3= +Y X 的概率密

度为： 

( ) 1 3 ,
2 2Y X

yf y f y− = −∞ < < +∞ 
 

, 

即： 

( )
( )
( )

2
2

22

3
3 22

2 221 1 1e e ,
2 2 2 2

y
y

Yf y y

µ µ

σσ

σ σ

− − − − − +     

= = −∞ < < +∞
π π

, 

即有： 

( )2 22 3 ~ 2 3,2µ σ= + +Y X N . 

证毕，并由此可得出一个重要结论：服从正态分布的随机变量的线性函数仍然服从正态分布，只是

分布的参数不同。 

3. 二维随机变量函数的分布 

在利用随机变量函数的分布解决实际问题时，通常会引入不止一个已知变量确定一个未知变量的概
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率密度。例如，令 X 和 Y 分别表示一个人的年龄和体重，Z 表示该人的血压，并且已知 Z 与 X，Y 的函

数关系 ( ),=Z g X Y ，如何通过 X，Y 的分布确定 Z 的分布，便是二维随机变量函数的分布解决的问题。 

3.1. 二维离散型随机变量函数的分布 

3.1.1. 二维离散型随机变量函数的分布的一般求法 
若二维离散型随机变量的联合分布律为： 

( ) ( ), , , 1,2,3,i j ijP X x Y y p i j= = = =                               (4) 

则随机变量 ( ),=Z g X Y 的分布律为： 

( ) ( )( ) ( )
( ),

, , 1,2,3,
k i j

k k ij
z g x y

P Z z P g x y z p k
=

= = = = =∑                       (5) 

例 4 设二维离散型随机变量 ( ),X Y 的联合分布律如表 2 所示，试求 2= −Z X Y 的函数分布 
 

Table 2. Distribution of two-dimensional discrete random variable ( ),X Y  

表 2. 二维离散型随机变量 ( ),X Y 的联合分布律 

( ),X Y 的联合分布律 

Y 
X −1 0 1 

0 0.5 0.1 0 

1 0.2 0 0.2 

 
解：穷举出 ( ),X Y 的取值，进一步得到与之对应的： 
 

Table 3. Probability corresponding to different values of ( ),X Y  

表 3. ( ),X Y 不同取值对应的概率 

( ),X Y 不同取值对应的概率 

( ),X Y  (0, −1) (0, 0) (0, 1) (1, −1) (1, 0) (1, 1) 

2−X Y  2 0 −2 3 1 −1 

P 0.5 0.1 0 0.2 0 0.2 

 
将表 3 的同一取值的概率相加，得表 4 中 2−X Y 的分布律： 
 

Table 4. Distribution of 2−X Y  
表 4. 2−X Y 的分布律 

2−X Y 的分布律 

2−X Y  −1 0 2 3 

P 0.2 0.1 0.5 0.2 
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3.1.2. 二维离散型随机变量的卷积公式 
事件 ( )+ = kX Y z 可分解为若干个互不相容事件的和事件，即： 

( ) ( )
1

,
∞

=

+ = = = = −
k i k i
i

X Y z X x Y z x , 

( ) ( ) ( )

( )

1

1

,

,

k k i k i
i

i k i
i

P Z z P X Y z P X x Y z x

P X x Y z x

∞

=

∞

=

 
= = + = = = = − 

 

= = = −∑



. 

若 X 与 Y 相互独立，则： 

( ) ( ) ( )
1

∞

=

= = = = −∑k i k i
i

P Z z P X x P Y z x                           (6) 

或 

( ) ( ) ( )
1

∞

=

= = = − =∑k k i i
i

P Z z P X z y P Y y                           (7) 

这两个式子被称为离散型随机变量的卷积公式。一般而言，当 X，Y 的分布律无法用表格的形式表现

出时，卷积公式是有效的解题思路，下面以例 5 进行说明： 
例 5 设 X 和 Y 相互独立， ( )~ ,X B m p ， ( )~ ,Y B n p ，试证： 

( )~ ,= + +Z X Y m n p  

证： +X Y 的取值为 0,1,2, , + m n，对于 { }0,1, 2, ,∀ ∈ +h m n ，有： 

( ) { } ( )

( )
0 0

, 1

1 , 0,1,2, , .

h hm n hh j h j
m n

j j

m n hh h
m n

P X Y h P X j Y h j p p C C

C p p h m n

+ − −

= =

+ −
+

+ = = = = − = −

= − = +

∑ ∑



 

证毕，并由此推广：设 1 2, , , sX X X 相互独立， ( )~ ,i iX B n p ， 1,2, ,i s=  ，则： 

( )1 2 1 2~ ,+ + + + + + s sX X X B n n n p . 

3.2. 二维连续型随机变量函数的分布 

3.2.1. 分布函数法 
与解决一维连续型随机变量函数的分布的分布函数法相同，利用分布函数法解决二维连续型随机变

量函数的分布针对所有的函数分布均适用，是最常见的解题方法。此方法的一般步骤为： 
1) 确定 X，Y 的联合概率密度 ( ),f x y 。 
2) 由联合密度函数不为 0 的区域确定 ( ),=Z g X Y 的取值范围，即 Z 的概率密度不为 0 的区间。通

常利用线性规划或非线性规划的方式确定 Z 的有效区间。 
3) 在此区间上计算 Z 的分布函数 ( ) ( )= ≤ZF z P Z z 。 
4) 在此区间上分布函数 ( )ZF z 对 z 求导，得到 Z 的概率密度 ( )Zf z ，在其他区间上 ( ) 0=Zf z 。 
下面以例 6 进行具体说明： 
例 6 设连续型随机变量 ( ),X Y 的联合概率密度为： 

( )
2 3 0 1,, ,
0, els

0 1
,

e.
x y x y

f x y
+ < < < <

=
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试求 = +Z X Y 、 =Z XY 的概率密度 
解：针对 = +Z X Y  
由题可知，当 0 1< <x ， 0 1< <y 时， = +Z X Y 的值域为 ( )0,2 。下面利用图 1 进行说明： 
 

 
Figure 1. Distribution of = +Z X Y  
图 1. = +Z X Y 的分布情况 

 
情形一当 0 1≤ <z 时，有效积分区域为 1S ，Z 的分布函数为： 

( ) ( ) ( ) 3
0 0

5d 2 3 d
6

−
= + ≤ = + =∫ ∫

z z x
ZF z P X Y z x x y y z , 

故 Z 的概率密度为： 

( ) ( ) 25
2

′= =Z Zf z F z z . 

情形二当1 2≤ <z 时，有效积分区域为 1 2+S S ，等价于 31− S ，故 Z 的分布函数为： 

( ) ( ) ( )1 1

1

3 2

1 d 2 3 d

5 5 7 ,
6 2 3

Z z z x
F z P X Y z x x y y

z z

− −
= + ≤ = − +

= − + −

∫ ∫
 

故 Z 的概率密度为： 

( ) ( ) 25 5
2

′= = − +Z Zf z F z z z . 

情形三当 0<z 时， ( ) ( ) 0= + ≤ =ZF z P X Y z ，从而 ( ) 0=Zf z 。 
情形四当 2 ≤ z 时， ( ) ( ) 1= + ≤ =ZF z P X Y z ，从而 ( ) 0=Zf z 。 
综上所述， = +Z X Y 的概率密度为： 

( )

2

2

5 , 0 1,
2

5 5 , 1 2,

0, .

2

else

Z

z z

f z z z z







≤ <

= − + ≤ <




 

针对 =Z XY ： 
由题可知，当 0 1< <x ， 0 1< <y 时， =Z XY 的值域为 ( )0,1 。下面利用图 2，分情况讨论 Z 的概率

密度： 
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Figure 2. Distribution of =Z XY  
图 2. =Z XY 的分布情况 

 
情形一当 0 1≤ <z 时，有效积分区域为 11− S ，Z 的分布函数为： 

( ) ( ) ( )1 1 25 31 d 2 3 d 5
2 2

= ≤ = − + = − + −∫ ∫zZ z
x

F z P XY z x x y y z z , 

故 Z 的概率密度为： 

( ) ( ) 5 5′= = −Z Zf z F z z . 

情形二当 0<z 时， ( ) ( ) 0= ≤ =ZF z P XY z ，从而 ( ) 0=Zf z 。 
情形三当1≤ z 时， ( ) ( ) 1= ≤ =ZF z P XY z ，从而 ( ) 0=Zf z 。 
综上所述， = +Z X Y 的概率密度为： 

( )
5 5 , 0
0, els

1
e.

,
Z

z z
f z

− ≤ <
=




 

3.2.2. 二维连续型随机变量各种特殊分布的概率密度 
现行概率论教材在阐述两个随机变量的函数分布时，只就有限个具体的函数进行讨论。由于各函数

解法类似，本文仅针对部分类型详细说明。针对此类题型可利用公式法求解。教材及配套练习虽简化了

计算步骤，但在确定单个未知参数取值范围时所用方法较抽象，易出错。本文在采用公式法解题的基础

上，利用几何画板画出一维数轴，分别作出 x 取值范围不同的一维图形，通过数形结合的方式判断两者

是否存在交集，进一步推导出一重积分的有效积分区域。 
1) = +Z X Y 的分布 

= +Z X Y 的分布函数为： 

( ) ( ) ( ), d d
z y

ZF z P Z z f x y x y
+∞ −

−∞ −∞
 = ≤ =   ∫ ∫ , 

令 = −x u y ，有： 

( ) ( )

( )

, d d , d d

, d d ,

z y z

z

f x y x y f u y y u y

f u y y y u

+∞ − +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

+∞

−∞ −∞

   = −      
 = −  

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

故 Z 的概率密度函数为： 

( ) ( ), d
+∞

−∞
= −∫Zf z f z y y y                                 (8) 
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或： 

( ) ( ), d
+∞

−∞
= −∫Zf z f x z x x                                 (9) 

若 ,X Y 相互独立，则 = +Z X Y 的概率密度为： 

( ) ( ) ( )d+∞

−∞
= −∫Z X Yf z f z y f y y                              (10) 

或： 

( ) ( ) ( )d+∞

−∞
= −∫Z X Yf z f x f z x y                              (11) 

这两个公式称为 Xf 和 Yf 的卷积公式。下面利用卷积公式求解例 6 中 = +Z X Y 的概率密度。 
解：由卷积公式得： 

( ) ( ), d
+∞

−∞
= −∫Zf z f x z x x , 

且 ( ),X Y 的联合概率密度为： 

( )
2 3 , 0 1,
0, el

0 1,
,

se.
x y x y

f x y
+ < < < <

=




 

故： 

0 1 0 1 0 1
0 1 0 1 1

x x x
y z x z x z

< < < < < <  
⇒ ⇒  

< < < − < − < <  
 

情形一当 0 1≤ <z 时，如图 3 中数轴所示，取值范围分别为 ( )0,1 和 ( )1,−z z 的未知参数 x 存在交集 1S ，

即有效积分区域为 1S ： 
 

 
Figure 3. Distribution of Case 1 
图 3. 情形一的分布情况 

 
故 Z 的概率密度为： 

( ) ( ) ( ) 2
0 0

5, d 3 d
2

= − = − =∫ ∫
z z

Zf z f x z x x z x x z . 

情形二当1 2≤ <z 时，如图 4 中数轴所示，取值范围分别为 ( )0,1 和 ( )1,−z z 的未知参数 x 存在交集 2S ，

即有效积分区域为： 
 

 
Figure 4. Distribution of Case 2 
图 4. 情形二的分布情况 
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故 Z 的概率密度为： 

( ) ( ) ( )1 2
1

5, d 3 d 5
2

+∞

−∞ −
= − = − = − +∫ ∫Z z

f z f x z x x z x x z z . 

情形三当 0<z 和 2 ≤ z 时，如图 5、图 6 所示，取值范围分别为 ( )0,1 和 ( )1,−z z 的未知参数 x 相互之

间不存在交集，即有效积分区域不存在，故 ( ) 0=Zf z 。 
 

 
Figure 5. Distribution of 0<z  
图 5. 0<z 的分布情况 

 

 
Figure 6. Distribution of 2 ≤ z  
图 6. 2 ≤ z 的分布情况 

 
综上所述， = +Z X Y 的概率密度为： 

( )

2

2

5 , 0 1,
2

5 5 , 1 2,

0, .

2

else

Z

z z

f z z z z







≤ <

= − + ≤ <




 

2) =Z XY 的分布 
=Z XY 的概率密度为： 

( ) 1 , d
+∞

−∞

 =  
 ∫XY

zf z f x x
x x

                               (12) 

若 ,X Y 相互独立，则 =Z XY 的概率密度为： 

( ) ( )1 d
+∞

−∞

 =  
 ∫XY X Y

zf z f x f x
x x

                             (13) 

下面利用此公式求解例 6 中 =Z XY 的概率密度： 
解：由题可知： 

( ) 1 , d
+∞

−∞

 =  
 ∫XY

zf z f x x
x x

, 

且 ( ),X Y 的联合概率密度为： 

( )
2 3 , 0 1,
0, el

0 1,
,

se.
x y x y

f x y
+ < < < <

=
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故： 

0 10 1 0 1
0 1 00 1

< << < < < ⇒ ⇒  < < < << < 

xx x
zy z x
x

 

情形一当 0 1≤ <z 时，如图 7 中数轴所示，取值范围分别为 ( )0,1 和 ( ),+∞z 的未知参数 x 存在交集 1S ，

即有效积分区域为 1S ： 
 

 
Figure 7. Distribution of Case 1 
图 7. 情形一的分布情况 

 
故 Z 的概率密度为： 

( ) 1 11 1 3, d 2 d 5 5   = = + = −   
   ∫ ∫Z z z

z zf z f x x x x z
x x x x

. 

情形二当 0<z 时，此时 z 的取值范围不在自身的定义域内。故有效积分区域不存在， ( ) 0=Zf z 。 
情形三当1≤ z 时，如图 8 所示，取值范围分别为 ( )0,1 和 ( ),+∞z 的未知参数 x 相互之间不存在交集，

即有效积分区域不存在，故 ( ) 0=Zf z 。 
 

 
Figure 8. Distribution of Case 3 
图 8. 情形三的分布情况 

 
综上所述， =Z XY 的概率密度为： 

( )
5 5 , 0
0, else

1
.Z

z z
f z

− ≤ <
=




 

3) =
YZ
X

的分布 

=
YZ
X

的概率密度为： 

( ) ( ), d
+∞

−∞
= ∫Y

X

f z x f x xz x                                (14) 

若 ,X Y 相互独立，则 =
YZ
X

的概率密度为： 

( ) ( ) ( )d+∞

−∞
= ∫Y X Y

X

f z x f x f xz x                              (15) 

4) ( )max ,=U X Y 和 ( )min ,=V X Y 的分布 
设 ,X Y 是相互独立的随机变量，它们的分布函数分别为 ( )XF x ， ( )YF y 则有： 
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( ) ( ) ( )max = X YF z F z F z                                 (16) 

( ) ( ) ( )min 1 1 1= − − −      X YF z F z F z                            (17) 

若 ,X Y 独立同分布，则有： 

( ) ( ) 2
max =   F z F z                                   (18) 

( ) ( ) 2
min 1 1= − −  F z F z                                 (19) 

3.3. 二维连续型随机变量函数的分布解法拓展 

3.3.1. 对常见分布的二维连续型随机变量函数分布的一般化 
定理 2 [2]设二维随机变量 ( ),X Y 的联合密度函数为 ( ),f x y ，对任一给定的二元连续实函数

( ),=z g x y 满足： 
1) 存在唯一的 ( ),=x u y z 。 

2) ∂
∂
x
z
即

( ),∂
∂

u y z
z

存在。 

则随机变量 ( ),X Y 的函数 ( ),=Z g X Y 的概率密度为： 

( ) ( ) ( )
,

, , d
+∞

−∞

∂
=   ∂∫Z

u y z
f z f u y z y y

z
                          (20) 

若 ,X Y 相互独立，则 ( ),=Z g X Y 的概率密度为： 

( ) ( ) ( ) ( )
,

, d
+∞

−∞

∂
=   ∂∫Z X Y

u y z
f z f u y z f y y

z
                        (21) 

同理，若对任一给定的二元连续实函数 ( ),=z g x y 满足： 
3) 存在唯一的 ( ),=y v x z 。 

4) ∂
∂
y
z
即

( ),∂
∂

u x z
z

存在。 

则随机变量 ( ),X Y 的函数 ( ),=Z g X Y 的概率密度为： 

( ) ( ) ( )
,

, , d
+∞

−∞

∂
=   ∂∫Z

v x z
f z f x v x z x

z
                          (22) 

若 ,X Y 相互独立，则 ( ),=Z g X Y 的概率密度为： 

( ) ( ) ( ) ( )
,

, , d
+∞

−∞

∂
=   ∂∫Z X Y

v x z
f z f x f x v x z x

z
                       (23) 

利用此定理，可以将众多特殊分布的解法一般化。读者有兴趣可尝试求解例 6。 

3.3.2. 国外教材解二维连续型随机变量函数的分布[5] 
与国内流行教材“总–分”的解题思路不同，国外教材的思路偏向“总–分–总”。设连续型随机

变量 ,X Y 的联合概率密度为 ( ),f x y ，另设连续型随机变量 1 2,Z Z 的联合概率密度为 ( )1 2,g z z ，且有：

( )1 1 2,x v z z= ， ( )2 1 2,y v z z= 或 ( )1 1 ,z u x y= ， ( )2 2 ,z u x y= 。则 1 2,Z Z 的概率密度 ( )1 1g z ， ( )2 2g z 的解题思

路如图 9 所示： 
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Figure 9. Thinking of solving the problem in domestic and foreign 
textbooks 
图 9. 国内外教材的解题思路 

 
下面给出国外教材对此问题的解题步骤： 
1) 求出 1 2,Z Z 的联合分布 ( )1 2,g z z ： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2, , , , det= Mg z z f v x y v x y                           (24) 

其中： 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1

1 2

1 22 2

1 2

, ,

,
, det

,, ,

v x y v x y
z z x y

z zv x y v x y
z z

∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

= =  ∂∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

M M . 

2) 求出单一变量的边缘密度： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 2 1 2 1, d , , d
+∞ +∞

−∞ −∞
= =∫ ∫g z g z z z g z g z z z                      (25) 

下面利用该解法求解例 7 [5]： 
例 7 设二维连续型随机变量 ( ),f x y 的联合概率密度为： 

( )
, 0 1, 0

0,
1,

,
else.

x y x y
f x y

+ < < < <
=




 

且存在连续型随机变量 1Z XY= ， 2Z Y= ，试求 1Z 的概率密度。 
解：由题可知， ( )1 20,Z z∈ ， ( )2 0,1Z ∈ ，有效积分区域如图 10 中 1S 所示： 
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Figure 10. Effective integration area 
图 10. 有效积分区域 

 
通过计算得出反函数： 

( ) ( )1
1 1 2 2 1 2 2

2

, , ,zx v z z y v z z z
z

= = = = , 

利用矩阵与雅可比行列式求出 ( )det M ，进而求出 ( )1 2,g z z ： 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 22 2

1 2

, ,

1det
, ,

∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = ⋅ − ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

∂ ∂

M

v x y v x y
z z v v v v

z z z z zv x y v x y
z z

, 

( ) ( )
1

1 221
21 2 2

2 0, else.

1, 0 1,
, , det

z z zz zg z z f z
z

+ < < < 
= ⋅ =




 






M  

对 ( )1 2,g z z 积分，便可得 1Z 的边缘密度 ( )1 1g z ： 

( ) ( ) ( )1
1 1 1 2 2 2 1 12

2

, d 1 d 2 1 , 0 1zg z g z z z z z z
z

+∞ +∞

−∞ −∞

 
= = + = − < < 

 
∫ ∫ . 

相较国内流行解法，通过该解题步骤可得出所求随机变量的联合概率密度，再对其求积分得出每个

二维连续型随机变量的边缘密度。在处理类似问题时，“总–分”的解题思想存在一定的局限性，因为

无法通过边缘密度推导出联合密度。而“总–分–总”的解题思想弥补了“总–分”思想的不足。且国

内大多数概率论试题未涉及求解上述复合函数的知识点，引入该思想有助于国内高校师生发现新的数学

问题，拓宽新的解题路径；但该解法存在较强的局限性，主要表现在：1) 对于需要分类讨论的概率密度

适用性低；2) 若所求反函数以根式、非单一函数等形式出现，将极大增加计算量与计算难度，降低解题

效率。以上局限性体现在对例 6 的反函数求解过程中： 

( )

2
1 1 1 2

1 1 2
2

1 1 1 2

4
2,

4
2

z z z z

x v z z
z z z z

 + −

= = 
 − −


, 

( )

2
1 1 1 2

2 1 2
2

1 1 1 2

4
2,

4
2

z z z z

y v z z
z z z z

 + −

= = 
 − −


. 
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若继续计算，则很可能无法求解出正确结果，此时采用分布函数法或公式法最佳。综上所述，国内

外解题思路各有利弊，不存在“最优方法”之说。面对具体问题进行具体分析才是最佳解题策略。 

3.3.3. n 维随机变量函数的分布[3] 
设 n 维随机变量 ( )1 2 3, , , , nX X X X 的联合概率密度为 ( )1 2 3, , , , nf x x x x ，且存在 

( )1 2 3, , , ,=  ny u x x x x ，则随机变量函数 ( )1 2 3, , , ,=  nY u X X X X 的概率密度函数解法为： 
1) 求出 y 的分布函数 ( )YF y ： 

( ) ( )
( )

( )
1 2 3

1 2 3 1 2
, , , ,

, , , , d d d
≤

= ≤ = ∫ ∫ ∫


  

n

Y n n
u x x x x y

F y P Y y f x x x x x x x                (26) 

2) 求出 ( )YF y 关于 y 的一阶导，有： 

( ) ( ) ( )d
d

′ = = Y
Y Y

F y
F y f y

y
                               (27) 

由于 n 维随机变量函数的分布在实际应用和课程练习中涉及较少，本文不对此展开详细说明，读者

有兴趣可自行练习。 

4. 结论 

本文将各类随机变量函数的分布归纳总结，并基于二维连续型随机变量函数的分布，利用数轴法、

公式法和引入国外教材的解题思路进行优化拓展，最终给出最优解题路径选择：若求解新变量的联合概

率密度，则采用国外教材“总–分–总”的解题思路；若求解单一新变量的概率密度，不对联合概率密

度作要求时，优先考虑公式数轴法和分布函数法，若原分布函数形式复杂，难以积分，选择公式数轴法，

反之二者均可。作者衷心希望本文能对今后高校师生在随机变量函数分布方面的教学与学习提供一定的

帮助。 
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