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摘  要 

本文研究了一个具有非局部项的奇异退化抛物方程组，它可以看作是Lotka-Volterra型空间异构竞争模

型。应用Leray-Schauder不动点定理，建立了该问题共存周期解的存在性，并结合现有文献，给出了该

系统的所有参数的完整图像。 
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Abstract 
We investigate a system of singular-degenerate parabolic equations with non-local terms, which 
can be regarded as a Lotka-Volterra type spatial heterogeneous competition model. Applying the 
Leray-Schauder fixed-point theorem, we establish the existence of coexistence periodic solutions 
to the problem. Moreover, it gives a complete picture for such a system for all parameters. 
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1. 引言 

反应–扩散方程形式的动力学模型在各种自然科学中得到了广泛的研究。对于生物群落系统的研究

一直是生物数学的热门。许多种群动力学模型都可以用延迟反应–扩散方程来刻画。在经典的扩散洛特

卡–沃尔特拉型模型中研究了环境的扩散和非均质性之间的相互作用。 
我们研究以下系统 
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∫ ∫

∫ ∫           (1.1) 

其中， ( )1nR nΩ ⊂ > 是一个光滑有界域， ( ), 1, 2 , 1, 1, 1p q r m n∈ > > > ， , , :iK a b R RΩ× → 相对于时间 t
是ω -周期函数。上式的非线性算子 , ,e f gL 定义如下 

[ ] ( )2, , gee f g f fWL W div W W W
t

−∂
= − ∇ ∇

∂
                         (1.2) 

系统(1.1)模拟了居住在区域Ω内的两个种群密度分别为 ( ),u x t 和 ( ),v x t 的竞争物种之间的相互作用。

因此，我们只对非负解 0u ≥ ， 0v ≥ 感兴趣。此外，我们假设Ω 完全被一个致命的环境所包围，因为这

两个种群的密度都服从于均匀的狄利克雷边界条件。关于这种模型的详细描述，见[1]。近年来，共存解，

即具有 0u ， 0v 的解 ( ),u v 受到了广泛的关注。早期文献中的大部分工作都致力于研究线性扩散的情

况：即 1m n= = ， 2p q= =  (例如，见[2] [3] [4] [5])。而作为一个特殊的情况，对生物群落系统的共存稳

态也进行了相应的研究：见[6] [7] [8]。其生物学背景使得研究与(1.1)相同类型的非线性扩散系统的共存

周期解变得非常有趣。在这方面，具有双退化的情况，即 , 1, , 2m n p q> > ，已经被广泛地讨论过：参见

[1] [9]。对于梯度奇异点的情况，即1 p< ， 2q < ，Fragnelli 等人通过应用 Leray-Schauder 理论(见[10])
在m p> ， n q> 的情况下证明了问题(1.1)共存周期解的存在性。 

在文献[10]的基础上，本文进一步考虑在具有梯度奇异性的情况下共存周期解的存在性问题，即在[10]
中，非线性算子 , ,e f gL 的 0e = ，而本文应用 Leray-Schauder 不动点定理考虑 1e > 的情形，从而进一步完

善了文献[10]的结论，再结合文献[10]的结果给出了参数 1r > ，1 p< ， 2q < ， 1m > ， 1n > 时解的完整

图像。 
本文的结构如下：第二节介绍了一些必要的引理以及本文主要结果。第三节首先利用 Leray-Schauder

不动点理论证明了问题(1.1)的一个近似共存解 ( ),u vε ε 的存在性，且它的下界是不依赖于 ε 的。在此基础

上，通过对 ε 取极限，证明了(1.1)共存解的存在性。 

2. 基本准备 

在本文中， ( )C Qω ω 表示在 RΩ× 中连续的且对于时间 t 是ω -周期性的函数集。 RB 是一个以半径为

中心的球。假设 ( ),a x t ， ( ),b x t ， ( ) ( ),iK x t C Qω ω∈ ， 1,2,3,4i = ，和 
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   ∫ ∫                 (2.1) 

若选择 0iK ≥ ， 1,2,3,4i = ，则这对应于竞争情况。由于(1.1)中的方程的奇异性，问题(1.1)可能没有

经典解。因此，我们从以下意义上考虑其弱解。 
定义 2.1：在 ( )0,ωΩ× 中定义的一对非负函数 ( ),u v 被称为问题(1.1)的弱解，若 ( ),u v C Qω ω∈ ，
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∫∫

∫ ∫
               (2.3) 

其中对于 ( )1C Qωϕ∀ ∈ ，有 ( ) ( ),0 ,x xϕ ϕ ω= ， x∈Ω和 ( ), 0x tϕ = ， ( ) [ ], 0,x t ω∀ ∈∂Ω× 。 
为了得到该问题(1.1)共存解的存在性，我们在退化抛物型方程中加入了一些粘性项，然后考虑了下

面的正则化问题： 
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∫ ∫

∫ ∫    (2.4) 

其中，非线性算子 , ,e f gLε 定义为 
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          (2.5) 

为了应用 Leray-Schauder 不动点定理得到该问题(2.3)共存解的存在性，我们引入了一个映射 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ): 0,1G C Q C Q C Q C Qε ω ω ω ω ω ω ω ω× × → × 如下： 

( ) ( ) ( ), , , , , ,f g u v G f gε ε εσ σ→ =  

上式中 ( ),u vε ε 为以下耦合周期问题的解： 
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如上所述，令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2
1 1 2 2, , , , d , , dpf u v u a x t K t u t K t v tξ ξ τ ξ ξ ξ τ ξ ε−
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和 
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其中， { }max ,0u u+ = ， { }max ,0v v+ = 。显然，若非负函数 ,u vε ε 满足 ( ) ( ) ( )( ), 1, , , ,u v G f u v g u vε ε ε ε ε ε ε= 那

么， ( ),u vε ε 也是问题(2.4)的一个非负解。因此，问题(2.4)的非负解的存在性等价于映射 

( ) ( ) ( )( ), 1, , , ,u v G f u v g u vε ε ε ε ε ε ε 的不动点 ( ),u vε ε 的存在性。设 ( ),k k p qµ = 为 Poincare 常数，使得对

于任意 ( )1,
0

kWη ∈ Ω 有 ( ) ( )k k
k k

k L Lµ η η
Ω Ω
≤ ∇ 。那么，存在性的结果可以表述如下。 
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∫  

则问题(1.1)存在一个共存解 ( ) ( ) ( ),u v C Q C Qω ω ω ω∈ × 。 

3. 主要结果及证明 

首先，我们证明正则化问题(2.4)的周期解 ( ),u vε ε 的存在性，其中 ( ) ( ) ( ),u v C Q C Qε ε ω ω ω ω∈ × ，

, 0u vε ε > ， ,u v Qε ε ε∈ ， 0ε > 且 ε 足够小。因此，需应用不动点定理来得到映射 

( ) ( ) ( )( ), 1, , , ,u v G f u v g u vε 的正不动点。并且为证明定理 2.1，还需以下引理。 
引理 3.1：若 ( ),u vε ε 为下式的非平凡解 
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证明：假设 ( ),u vε ε ， [ ]0,1ε ∈ 是(3.1)的解，且 0uε ≠ ，首先证明 0uε ≥ 。将(2.6)的第一个方程乘以
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因此，特别地， 
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再结合边界条件与 ( ),u C Qε ω− ∈ ，则可得 ( ) ( ), , 0, ,u x t x t Qε ω− = ∈ 。因此 
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现在我们证明在Qω 内有 0uε > 。由于uε 是非平凡的，因此存在 ( ) ( ]0 0, 0,x t ω∈Ω× ，使得 ( )0 0, 0u x tε > 。

设 ( )0C∞Ψ∈ Ω 是一个非负函数，使得 ( ) ( )0 0 00 ,x u x tε< Ψ < 且对于 0M > ，令 z 为下式的解 
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利用[1]中的类似方法可知，对于任何 0j > ，存在一个常数 jC ，只依赖于 , ,j m p 和 ( )L Qa
ω

∞ 使得 

[ ]
( )

0,
sup .jjt

u t Cε
ω∈

≤  

接下来，可以利用 DeGiorgis 迭代来证明(3.11)。事实上，用(3.12)乘以 ( ) [ ] ( )1 2, , 1t t
j tu k kε χ
+

− ∀ ≥ ，其中

[ ] ( )1 2,t t tχ 是区间 [ ]1 2,t t 的特征函数，并将结果对Qω 进行积分，则有 
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2 2

1 1
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ε ε εε∞

−+

+ +Ω Ω

−
+ +Ω Ω

− + − ∇
+

≤ − + −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

因此，类似[9]中定理 2.2 的证明方法，利用 Sobolev 嵌入定理、Young 不等式和引理 3.2，可知 ( )L Qu R
ωε ∞ ≤ ，

且 R 不依赖于 ε 和σ 。同理可知， ( )L Qv R
ωε ∞ ≤ ，由此引理得证。 

利用文献[10]中的方法，可以证明下述引理 3.4 与引理 3.5 成立。 

引理 3.4：映射 ( ) ( ) ( )( ), 1, , , ,u v G f u v g u vε 存在至少一个不动点 ( ),u vε ε ，有 , 0u vε ε ≥ 。 
引理 3.5：假设定理 2.2 中的假设(2.7)和(2.8)成立。则存在正常数 0ε 和 0r ，使得对于映射 

( ) ( ) ( )( ), 1, , , ,u v G f u v g u vε  

上的任意一个不动点 ( ),u vε ε 存在下列不等式 ( ) ( )0 0,L Q L Qu r v r
ω ωε ε∞ ∞≥ ≥ 。 

定理 2.2 的证明 

结合上述引理 3.1~3.5，类似文献[10]中的方法，通过对上述正则性问题 ( ),u vε ε 中的 ε 取极限，由此

可以证明定理 2.2 成立。 
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