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摘  要 

本文主要讨论了定积分与其积分和由于点的取法及分割方法不同导致误差不同的一些问题，借用一元函

数的几个中值公式进行推广探讨误差无穷小量的阶数，得到了定积分的点的取法不同及分割不同都可以

导致误差的级别不同。 
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Abstract 
This paper mainly discusses some problems about the difference between finite integral and its 
integral sum as well as the error caused by the difference of point selection and segmentation 
methods. In this paper, we discuss the order of infinitesimal of the error by making use of several 
Mean Value Theorems appeared in one-variable function, it is found that different points of defi-
nite integral and different division can lead to different error levels. 
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1. 引言 

第十三届全国大学生数学竞赛预赛(非数类)第五大题是一个 14 分大题，已知函数 ( )f x 在 [ ],a b 上具

有二阶连续的导函数，证明： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

1

2 1lim d
2 24→∞ =

−− −  ′ ′− + − −    

 
=

 
 

∑∫
nb

an k

b ab a kf x x f a b a f b f a
n

n
n

 

竞赛中有不少同学采用了泰勒公式或者使用定积分定义，但很多同学没有将区间分割，从而在合理的区

间上综合使用，或者直接由右边向左边凑，因此导致本题得满分者了了。从本题证明的结论中看到的和

式是定积分将区间 n 等分，取点为分割小区间的中点对应的积分和，所以本质上是讨论定积分值与积分

和之间的误差，通常采用中值公式来进行估计误差。依据高等数学上册定积分定义得知，定积分的值仅

与被积函数及上下限有关，而定积分的积分和不仅与被积函数，上下限有关，还与点的取法以及分割方

法有关系，其中定积分的积分和可采用不同的表示法，即点的取法不同，分割法的不同。而积分和不同

的表示法都会导致误差有不同的结果，有不少学者研究了定积分的定义在解决数列极限中的应用，如周

寿明[1]讨论了定积分求和式极限，高婷婷，张明会[2]讨论了 R (黎曼)积分的特征和意义，但均没研究定

积分与积分和的误差，下文就通过点的不同取法以及分割法不同导致误差构成无穷小量的阶数加以讨论。 

2. 定积分与积分和之间误差讨论 

2.1. 区间分割相同，点的取法不同，导致误差程度不尽相同 

高等数学教材上册第五章定积分定义最后一条性则是积分中值定理[3]，本文的使用需要加以推广，

积分第一中值定理推广：设 ( )f x 在 [ ],a b 连续， ( )g x 在 [ ],a b 可积不变号，则至少存在 [ ],ξ ∈ a b ，使得

( ) ( ) ( ) ( )d dξ=∫ ∫
b b

a a
f x g x x f g x x 。 
证明：因为 ( )f x 在 [ ],a b 连续，所以存在最大值 M 和最小值 m，即 ( )≤ ≤m f x M ，不妨假设 ( ) 0≥g x ,

由定积分的保号性则得 ( )d 0≥∫
b

a
g x x ，设 ( )d 0>∫

b

a
g x x 由定积分性则， 

( ) ( ) ( ) ( )d d d≤ ≤∫ ∫ ∫
b b b

a a a
m g x x f x g x x M g x x ，所以

( ) ( )
( )

d

d
≤ ≤∫

∫

b

a
b

a

f x g x x
m M

g x x
 

设常数
( ) ( )
( )

d

d
= ∫

∫

b

a
b

a

f x g x x
c

g x x
，由于 c 介于 m，M 之间，由闭区间上连续函数介值定理的推论得，至少 

存在一点 [ ],ξ ∈ a b ，使得 ( )ξ =f c ，即至少存在 [ ],ξ ∈ a b ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )d dξ=∫ ∫
b b

a a
f x g x x f g x x ，如果

( )d 0=∫
b

a
g x x ，则由 ( ) ( ) ( ) ( )d d d≤ ≤∫ ∫ ∫

b b b

a a a
m g x x f x g x x M g x x 得 ( ) ( )d∫

b

a
f x g x x恒为 0，任意 [ ],ξ ∈ a b ，

( ) ( ) ( ) ( )d dξ=∫ ∫
b b

a a
f x g x x f g x x 恒成立，定理得证。 

2.1.1. 积分和的取点为每个分割小区间的中点 
例 1、已知 ( )f x 在 [ ],a b 具有二阶连续的导数，证明： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

1

2 1lim d
2 24→∞ =

−− −  ′ ′− + − −    

 
=

 
 

∑∫
nb

an k

b ab a kf x x f a b a f b f a
n

n
n

. 

证明：记
( )+k

k b a
x a

n
−

= ， ( )1 2 1
2 2

ξ − + −
= = + −k k

k
x x ka b a

n
， 

将 ( )f x 在 [ ]1,−k kx x 上利用一阶泰勒公式[3]，其中 0x 取ξk 得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )21
2

ξ ξ ξ η ξ′ ′′= + − + −k k k k kf x f f x f x ， 其 中 [ ]1,−∈ k kx x x ， ηk 介 于 ξk ， x 之 间 ， 记

( )
1

2 1
2=

− −


= + − 

∑
n

n
k

b a k b aS
n

af
n

为积分和，其中将积分区间 [ ],a b 进行了 n 等分，点ξk 取每个分割小区

间的中点，即 ( )1 2 1
2 2

ξ − + −
= = + −k k

k
x x k

n
ba a ， 

记积分和 ( ) ( )
11 1

2 1 d
2

ξ
−= =

 + − = 

−



−
= ∑ ∑∫

k

k

n n x
n kx

k k

b a kS f f x
n

a b a
n

， 

所以误差 ( ) ( ) ( )
11

d dξ
−=

 = − = − ∑∫ ∫
k

k

nb x
n n ka x

k
R f x x S f x f x ，将 ( )f x 在ξk 处的一阶泰勒公式代入得误差

( )( ) ( )( )
1

2

1

1 d
2

ξ ξ η ξ
−=

 ′ ′′= − + −  
∑∫

k

k

n x
n k k k kx

k
R f x f x x ，又 ( )( )

1
d 0ξ ξ

−
′ − =∫

k

k

x
k kx

f x x ，所以误差 

( )( )
1

2

1

1 d
2

η ξ
−=

 ′′= −  
∑∫

k

k

n x
n k kx

k
R f x x ，又因为 ( )′′f x 连续， ( ) ( )2 0ξ= − ≥kxg x ，由积分第一中值定理推广

得： ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

3
2 2

3
1 1 1

1 1d d
2 2 24

η ξ τ ξ τ
− −= = =

− ′′ ′′ ′′− = − =  
∑ ∑ ∑∫ ∫

k k

k k

n n nx x
k k k k kx x

k k k

b a
f x x f x x f

n
，其中 1 τ− ≤ ≤k k kx x ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2

1

2 1lim d lim
2 24

τ
→∞ →∞= =

−− − −  ′′− + −
 

= 
  

∑ ∑∫
n nb

kan nk k

b ab a k b af x x f a b a f
n n n

n  [3]，因为 ( )′′f x 连

续，所以 ( )′′f x 可积，由定积分定义得 ( ) ( )
1

lim dτ
→∞ =

−′′ ′′=∑ ∫
n b

k an k

b af f x x
n

 

所以
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2lim d

24 24→∞

− −
′′ ′ ′= = −  ∫

b
n an

b a b a
R f x x f b f an ， 

那么
( ) ( ) ( )

2
2lim

24→∞

−
′ ′= −  nn

b a
R f b f an ，一般的，当 ( ) ( )′ ′≠f a f b 时，为同阶无穷小，说明，ξk 取

小区间中点，当 →∞n 时，误差 nR 是当 n 趋于无穷大时(n−2)的同阶无穷小，即该无穷小量为(n−1)的 2 阶

无穷小。当然， ( ) ( )′ ′=f a f b 时， 2lim 0
→∞

=nn
n R ，误差 nR 是当 n趋于无穷大时(n−2)的高阶无穷小，如 ( ) =f x x，

( ) 1′ =f x ，显然 ( ) ( )′ ′=f a f b ， 

( ) ( ) ( )
2 2

1 1

2 1 2 1d 0
2 2 2= =

− − − − −   − + − = − + − =      
∑ ∑∫

n nb

a
k k

b a k b a b a kf x x f a b a a b a
n n n n

 

所以， nR 当 n 趋于无穷大时为(n-1)的任意阶无穷小量。 

2.1.2. 积分和的取点为每个分割小区间的端点 
例 2、已知函数 ( )′f x 在 [ ],a b 上具有一阶连续的导函数，证明： 

( ) ( ) ( )
1

1lim d
2 2→∞ =

 − − −  − − + = −       
∑∫

nb

an k

b a k b a b an f x x f a f b f a
n n

. 

证明：分割仍为 n 等分，取点为小区间的左端点，
( )−

= +k

k b a
x a

n
， ( )1

1ξ −
−

= = + −k k
kx a b a

n
，将
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( )f x 在 [ ]1,−k kx x 上使用拉格朗日中值公式： ( ) ( ) ( )( )ξ η ξ′= + −k k kf x f f x ，其中 [ ]1,−∈ k kx x x ，ηk 介于ξk ，

x 之间。 

记部分和 ( ) ( )
11 1

1 dξ
−= =

− − = + − =  
∑ ∑∫

k

k

n n x
n kx

k k

b a kS f a b a f x
n n

， 

误差 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 11 1

d d dξ η ξ
− −= =

′   = − = − = −   ∑ ∑∫ ∫ ∫
k k

k k

n nb x x
n n k k ka x x

k k
R f x x S f x f x f x x 。 

同样因为 ( )′f x 连续，而ξk 是分割小区间的左端点，所以 ( ) 0ξ−= ≥kxg x ，由积分第一中值定理推

广得： ( ) ( ) ( ) ( )
1

2

2
1 1

d
2

τ ξ τ
−= =

−
′ ′= − =∑ ∑∫

k

k

n nx
n k k kx

k k

b a
R f x x f

n
，其中 1 τ− ≤ ≤k k kx x 。 

所以 ( ) ( ) ( )
1 1

1lim d lim
2

τ
→∞ →∞= =

− − − −  ′− + − =  
∑ ∑∫

n nb
kan nk k

b a k b a b an f x x f a b a f
n n n

 

因为 ( )′f x 连续，所以 ( )′f x 可积，由定积分定义得： ( )lim d
2→∞

− ′= ∫
b

n an

b anR f x x ， 

由 ( ) ( ) ( )d
2 2
− −′ = −  ∫

b

a

b a b af x x f b f a ，得 ( ) ( )lim
2→∞

−
= −  nn

b anR f b f a ，一般的，当 

( ) ( )≠f a f b 时，为同阶无穷小，即分割仍为 n 等分，点取端点时，当 ( ) ( )≠f a f b 时，误差 nR 当 n 趋于

无穷大时是(n−1)的同阶无穷小，因此当分割相同时，点的位置不同导致误差不同，本例中定积分的积分

和的点取中点较端点误差更小。 

当 ( ) ( )=f a f b 时， ( ) ( )lim 0
2→∞

−
= − =  nn

b anR f b f a ，误差 nR 当 n 趋于无穷大时是(n−1)的高阶无穷

小，但具体多少阶无法确定，下面有两个具体实例加以说明。 
取 ( ) 1=f x ， 1= −a ， 1=b ，显然端点函数值相等，则

1

1
d 2

−
=∫ x ， 

1 1

1 2 1 2
2= =

− − − + = =  
∑ ∑

n n

k k

b a k b af a
n n n

，所以 ( )
1

1d 0
2=

− − − = − + =  
∑∫

nb
n a

k

b a k b aR f x x f a
n n

，任意的 0>p ，

总有 lim 0
→∞

=p
nn

n R ，那么当 n 趋于无穷大时 nR 是(n−1)的任意阶无穷小量。 

取 ( ) 2=f x x ， 1= −a ， 1=b ，同样 ( ) ( )=f a f b ，则
1 2
1

2d
3−

=∫ x x ， 

2

2
1 1

1 2 2 2 2 4
2 3 3= =

− − − − +   + = = +     
∑ ∑

n n

k k

b a k b a n kf a
n n n n n

，误差 2

4
3

= −nR
n

， 2 4lim
3→∞

= −nn
n R ，那么当 n 趋 

于无穷大时 nR 是(n−1)的 2 阶无穷小量，由此可见，尽管都满足端点函数值相等，不同的函数得到的阶数

未必相同，但都是(n−1)的高阶无穷小量。 

2.2. 取点相同，即 kξ 取端点，但分割不同时， nR 对应的无穷小量也有不同变化 

定积分的积分和不仅点的取法可以多样，其积分区间的分割也可以不同，当被积函数可积时通常采

用的是平均分割积分区间 

2.2.1. 分割法为 2n 等分 

将积分区间 [ ],a b 进行 2n 等分，记
( )

2
−

= +k

k b a
x a

n
，取点 ( )1

1
2

ξ −
−

= = + −k k
kx a b a

n
，部分和

( ) ( )
1

2

1

1 d
2 2

ξ
−=

− − = + − =  
∑∫

k

k

n x
n kx

k

b a kS f a b a f x
n n

， 

误差 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2

1 1

1d d
2 2

ξ
−= =

− −   = − + − = −   
∑ ∑∫ ∫

k

k

n nb x
n ka x

k k

b a kR f x x f a b a f x f x
n n

， 
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同样将 ( )f x 在 [ ]1,−k kx x 上利用拉格朗日中值公式： 

( ) ( ) ( )( )ξ η ξ′= + −k k kf x f f x ，其中 [ ]1,−∈ k kx x x ，ηk 介于ξk ，x 之间。 

误差 ( )( )
1

2

1
dη ξ

−=

′ = − ∑∫
k

k

n x
n k kx

k
R f x x ， 

同样因为 ( )′f x 连续，ξk 是分割小区间的左端点， ( ) 0ξ−= ≥kxg x ，由积分第一中值定理推广得：

( ) ( ) ( ) ( )
1

22 2

2
1 1

d
8

τ ξ τ
−= =

−
′ ′= − =∑ ∑∫

k

k

n nx
n k k kx

k k

b a
R f x x f

n
，其中 1 τ− ≤ ≤k k kx x ， 

所以 ( ) ( ) ( )2lim d
4 4→∞

− −′ − = =  ∫
b

n an

b a b aR f x x f b f an ， ( ) ( )lim
4→∞

−
= −  nn

b aR f b f an ，一般的，当 

( ) ( )≠f a f b 时，为同阶无穷小， 
因此当 ( ) ( )≠f a f b 时误差 nR 当 n 趋于无穷大时也为(n−1)的 1 阶无穷小量，与将区间 n 等分时的误

差阶数相同，即当取点方法相同，而分割类型也相同时，误差为同阶无穷小，即分割方法与 n 等分同数

量级时，误差都为同阶无穷小量，当端点函数值相等时，误差对应的无穷小量阶数将增加。 

2.2.2. 分割法为 n2等分 

将积分区间 [ ],a b 进行 n2等分，记
( )

2

−
= +k

k b a
x a

n
，取点 ( )1 2

1ξ −
−

= = + −k k
kx a b a
n

， 

部分和 ( ) ( )
2

12 2
1

1 dξ
−=

− − = + − =  
∑∫

k

k

n x
n kx

k

b a kS f a b a f x
n n

， 

误差 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

12 2
1 1

1d dξ
−= =

− −   = − + − = −   
∑ ∑∫ ∫

k

k

n nb x
n ka x

k k

b a kR f x x f a b a f x f x
n n

， 

( ) ( ) ( )( )ξ η ξ′= + −k k kf x f f x ，其中 [ ]1,−∈ k kx x x ，ηk 介于ξk ，x 之间， 

代入误差 ( )( )
2

11
dη ξ

−=

′ = − ∑∫
k

k

n x
n k kx

k
R f x x 。 

同样因为 ( )′f x 连续，ξk 是分割小区间的左端点， ( ) 0ξ−= ≥kxg x ，由积分第一中值定理推广得： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1

2

4
1 1

d
2

τ ξ τ
−= =

−
′ ′= − =∑ ∑∫

k

k

n nx
n k k kx

k k

b a
R f x x f

n
，其中 1 τ− ≤ ≤k k kx x 。由定积分定义推得 

( ) ( ) ( )2lim d
2 2→∞

− −′ − = =  ∫
b

n an

b a b aR f x x f b f an ， ( ) ( )2lim
2→∞

−
= −  nn

b aR f b f an ，一般的，当 

( ) ( )≠f a f b 时，为同阶无穷小，所以当分割方法为 n2等分时，误差 nR 当 n 趋于无穷大时为(n−1)的 2 阶

无穷小量，当分割数提高一个数量级，无穷小量也增加一阶，可以看出，如果将区间 n3等分时，其误差

nR 当 n 趋于无穷大时至少为(n−3)的同阶无穷小量，即为(n−1)的 3 阶无穷小量，即当分割类型更为精细时，

误差 nR 为更高阶无穷小量。当区间端点函数值相等时，得到的误差将比不等时得到的误差至少更高一阶

的无穷小量。 

3. 结论 

由于例题讨论过程中均用到了定积分第一中值定理的推广，而定理的使用均用到了被积函数导数的

连续性，如果被积函数的导数不符合连续的要求，结论可能不真，所以，被积函数的导函数连续，或者

二阶导函数连续，是得出本文结论的一个充分条件，当被积函数满足一定要求后，定积分的值与积分和

之间的误差与分法及点的取法有较大关联，点取在小区间中点较端点好，同时分割得越细误差就越小。

当然，还可以比较点的取法，分割方法均发生变化时定积分与其积分和的误差估计，如分割法为 n2等分，

取点为小区间的中点时，误差当 n 趋于无穷大时应至少为(n−1)的四阶无穷小量，同时，本文举例中有附
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加要求，如端点函数值或者一阶导数值不相等，如果相等，则为更高阶无穷小量。如果积分区间的分割

不是均分，或者取点的方法更为复杂时，定积分与其积分和的误差估计将十分复杂，本文未加以讨论。

另外本文不仅讨论了定积分与其积分和的误差估计，还给出了这一类证明题型的解题方法，如果是讨论

定积分与一个和式的极限关系的题型，一般都是将其化为同小区间的积分，并采用拉格朗日中值公式或

泰勒公式以及积分中值定理，选择合理的点及分割加以解决。 
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