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摘  要 

可度量化空间是分析学、一般拓扑学等研究的重要对象，在众多可施加在拓扑空间上的分离公理中，

Hausdorff空间蕴涵了序列、网和滤子的极限的唯一性，是最常使用和讨论的。本文通过运用两个基本

的度量化定理得到度量化的Hausdorff空间，在此基础上研究构造几种常见的可分空间的拓扑结构，通

过论证得到，经构造的可分度量空间满足群、环、PID的相关条件。 
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Abstract 
The metrizable spaces are important objects of analysis, general topology and other studies. 
Among many separation axioms that can be imposed on topological spaces, Hausdorff spaces con-
tain the uniqueness of the limits of sequences, nets and filters, which are most often used and dis-
cussed. In this paper, two basic metrization theorems are used to obtain the metrized Hausdorff 
space. On this basis, several common topological structures of separable spaces are studied and 
constructed. Through demonstration, the constructed separable metric space meets the relevant 
conditions of group, ring and PID. 
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1. 引言 

众所周知，可度量化空间在分析学、一般拓扑学等相关的数学学科领域的研究中有着十分重要的意

义，自 1906 年由 Maurice Fréchet 引入以来，随着研究和应用的深入，除了定义极限的概念，近年来国内

学者在研究对可度量空间中各类型不动点问题([1] [2] [3] [4])、穿孔度量空间 Gromov 双曲性的几何特征

([5])、加倍度量空间和 Lipschitz 逼近与扩张([6])等相关问题上进行了深入研究，取得了一定的成果。由

于可度量空间也是拓扑空间具有拓扑性质，因而导致了对再度抽象的拓扑空间的研究，也就是对可度量

空间的拓扑结构进行构造。本文的研究是建立在对现有理论的推导和探索上的，构造具有特殊拓扑结构

的度量空间，使其能够满足群、环、PID 的重要条件。并在构造的可度量空间的过程中提出一种重要的

构造法，以此满足未来进一步的工作，能够为研究与可度量空间相关的不动点、逼近扩张等问题提供新

的思路。 

2. Hausdorff 空间的度量化及特殊拓扑结构的构造问题 

首先考虑 Hausdorff 空间的情形，需要考虑一般 Hausdorff 空间的度量化问题。利用一般拓扑学中关于

拓扑空间度量化的原理，采用两种方式进行：① Urysohn 度量化定理；② Nagata-Smirnov 度量化定理。

且两个度量化定理之间具有一定的内在逻辑联系。这里我们引入重要的定义、定理为接下来的论述做准备。 
定理 2.1 ([7] [8]) (Urysohn 度量化定理)设 X 为第二可数空间，则 X 是可度量化空间当且仅当 X 是正

规空间。 
定理 2.2 ([7] [8]) (Nagata-Smirnov 度量化定理)拓扑空间 X 可度量化，当且仅当 X 是正则的且具有σ 局

部有限基。 
定义 2.3 ([8] [9])若拓扑空间 X 存在一个可数基，则称 X 具有第二可数性。 
定义 2.4 ([10])若集合G ≠ ∅，在 G 上的二元运算(该运算称为群的乘法，注意它未必是通常意义下数

的乘法，其结果称为积) : G G G⋅ × → 构成的代数结构 ( ),G ⋅ ，满足： 
1、结合律： , ,a b c G∀ ∈ 有 ( ) ( )a b c a b c⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 成立； 
2、封闭性：即 G 的任意两个元素在此运算下结果都是该集合的一个元素。 ( ), ,a b G a b G∀ ∈ ⋅ ∈ ； 
3、单位元(幺元)：G 中存在元素 e，使 G 中任意元素 a 与之相乘(包括左乘和右乘)的结果都等于 a

本身。( e G∃ ∈ ，使 a G∀ ∈ ，有 e a a e a⋅ = ⋅ = ；) 
4、逆元： ,a G b G∀ ∈ ∃ ∈ 使得 a b b a e⋅ = ⋅ = ，b 称为 a 的逆元，记为 1a− ； 
则 ( ),G ⋅ 称为一个群，或乘法群，简记作 G。同样地，可以有加法群。 
定义 2.5 ([10]) 设 R 为一个非零集合，在 R 上定义了两种代数运算，分别称为加法和乘法，记作+和·，

且加法和乘法满足： 
1、 ( ),R + 是一个交换群； 
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2、乘法满足结合律，即 , ,a b c R∀ ∈ ，有 ( ) ( )a b c a b c⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ； 
3、分配律成立，即 , ,a b c R∀ ∈ ，有 ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅  (左分配律)， ( )b c a b a c a+ ⋅ = ⋅ + ⋅  (右分配

律)则 R 连同其上的代数运算+和·称为一个环，记作 ( ), ,R + ⋅ 。 
定义 2.6 ([10])若一个环 R 的任意理想都是主理想，则称 R 为主理想环，若 R 同时又为整环，则 R 称

为主理想整环。 

2.1. 利用 Urysohn 定理对 Hausdorff 空间进行度量化 

现假设 X 是一个 Hausdorff 空间，考虑 Hausdorff 空间 X 中的一组有限序列点 1 2, , , nx x x ，若每个点

形成的邻域能够称为 X 的一个有限开覆盖，那么就有 ( ) ( ) ( )1 2, , , nU x U x U x X⊂ ，其中令 

( ) , 1, 2, ,k kU x U k n= =  ，那么
1

n

U Xτ
τ =

=


。 

现取序列点所构成的 n 个邻域中的任意一个 iU ，就有 

( )1 2
ˆ .i i nU U U U U X=   

 

令 1 2
ˆ

i nV U U U U=    ，由于 Hausdorff 空间中的任意个点的邻域是无交的，所以有 

iU V = ∅ ，且 .iU V X=  

因此经过构造。就得到了正则化的 Hausdorff 空间，记为 RX 。 
下面需要讨论构造的 V 的内部可数基的问题。现设某个拓扑空间 zX 的可数基为，其中任意的一个

基元素有 B∈ ，并且 B V⊆ 。若 m zx X∈ ， mx 的邻域 mU ∈ ，所以对于任意基元素 B 来说，B 可以是

中的任意元素与 mU 的并，但是这两个对象的并必须包含在之内，因此 mU B⊆ ，所以就有 mx B∈ 成立。 
关于可数基原理的第二个条件，我们只需要考察一种特定情况就可以由此验证其成立。考虑取正则

化 Hausdorff 空间的基元素的一点，即 3f Rx B X∈ ⊂ ，存在 fx 的邻域 fU ，由于上面讨论的结论可知，我

们可以找到 RX 中另一个点 gx 的邻域 gU 使得 

3 .f gB U U= 
 

同样地，我们仍然可以找到 RX 中的一点 hx 的邻域 hU 使得 RX 中的另一基元素 2B 满足 

2 3 ,f g h hB U U U B U= =  
                               (1) 

由(1)同理可得 1 2 tB B U=  ，这里需注意1 , , ,f g h t n≤ ≤ ，且 1≠ 。由于 1 2 3, ,B B B ∈，所以 

1 2 2 3 ,hB B B B U= =   

因为 3 2B B⊆ ，所以对于一个包含 fx 点的 3B 有 3 1 2B B B⊂  就可以得到 RX 中存在可数基的条件成

立，已知满足以上的讨论的条件后，根据定理 2.1 和定义 2.3 可知 RX 是可度量化的 Hausdorff 空间。 

2.2. 利用 Nagata-Smirnov 定理对 Hausdorff 空间进行度量化 

选取任意的 Hausdorff 空间 X，设 , 是 X 的两个子集族，且是局部有限族 a 的并，是局部有

限族 b 的并，即 

1 1 1 1
, ,

p pa a

i i i
i i

U Uα α
α α= = = =

= = ⇒ =
  

                                (2) 

由(2)同理可得
1 1

qb

b j
j

U β
β= =

=


 ，因为 Hausdorff 空间 X 内部是序列化分布，所以 ,i jU U Xα β ⊂ ，考虑
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当 i j≥ ，α β≥ 两个条件必须同时成立时，这样的话，中的任何一个元素都能在中找到一个元素包

含它，所以是的局部有限开加细，同时由于 Hausdorff 空间 X 中的子集都是点的邻域，当然是开集，

因此子集族 , 可作为 Hausdorff 空间 X 的任意开覆盖，所以这里我们就得到了仿紧致的 Hausdorff 空间

pX 。考虑对于任意一点 px X∈ ，存在 x 的邻域 U，再选取 X 的子空间 E 满足U E = ∅ ，这样 U 和 E
构成了一个包含于 pX 的正则空间。考虑子空间 E 的拓扑  ，且 

1 1
, ,

n n

k l
k l

E E E
= =

∅ ⊂ ⇒ ⊂ ⊂
 

                                 (3) 

这里利用 2.1 中的方法和(3)可知，仿紧致的 Hausdorff 空间 pX 的每一点的邻域在子空间 E 的拓扑 
下是可度量化的，所以 pX 是局部可度量化的，根据定理 2.2 可知，所选取并通过构造的 Hausdorff 空间

是可度量化的。 

2.3. 可度量化的 Hausdorff 空间的完备化问题 

现设 metH 是一个可度量化的 Hausdorff 空间，d 为诱导 metH 度量的诱导度量，因此我们就有度量空间

( ),metH d 。选取任意的 metH 中的一组点列{ }nx 和任意的关于序列点的邻域 ,m nU U ，其中 ,m n N≥ ，如此

就构成了两个不相交区域的几何结构。假设两个区域都有边界极限点 ,n mx x′ ′ ，因此就有 

( ),n n n n nd x x x x r′ ′= − < 和 ( ), ,m m m m md x x x x r′ ′= − <                        (4) 

所以由(4)可得 ( ) ( ) ( ), , ,n n m m n md x x d x x d x x′ ′+ < ，且 ( ),m n n mr r d x x+ < 。这里需要通过考虑这样一种

几何结构来配置满足要求的完备条件，即 

( ) ( ),n m n m n mr r d x x c r r+ < < + ，其中 1c > .                           (5) 

根据(5)，令 n mr r
c
ε

+ = ，因为 ,n mr r 都是距离，所以必有 0ε > 使得 ( ),n md x x ε< 。 

配置完备条件的几何意义在于：两个区域的间隙最大距离不能超过两区域内部各自的极限距离之和。

因此，所取的任意的点列{ }nx 是一组 Cauchy 序列。另外，在满足完备条件 ( ) ( ),n m n md x x c r r< + 的情况

下，度量空间 ( ),metH d 是完备的，所以 Hausdorff 空间 metH 的任意序列都收敛。 

2.4. 可度量化的 Hausdorff 空间内部区域的几何结构与群的条件 

考虑可度量化的 Hausdorff 空间 metH 内的一组序列{ }nα ，由于 2.3 中已经证明所构造的空间 metH 是完

备的，根据度量空间完备性定理，该序列{ }nα 必然收敛到点 Lα ，因此对于序列中的任何两点 { },i j nα α α∈ ，

有 ( ) ( ), ,i j L nd dα α α α ε≤ < ，令 ( ), , 1, 2,L nM d nα α= = ，所以 ( ),i jd Mα α ≤ 。由此可知，由任意点

{ },i j nα α α∈ 的邻域 ,i jU U 合成的区域 ij i jU U U= 
是有界的，可以由此得到任意两个区域合成的区域直

径，即 

( ){ }sup , , .ij i j i j ijdiamU d Uα α α α= ∈  

构造几何结构 

( ),i j i j ij i jd diamU r rα α α α= − = − − ，                   (6) 

令 ij i jR r r= + ，这里 ,i jr r 分别是点 ,i jα α 的邻域内部点到边界的极限距离。这样就得到了完备的度量

化 Hausdorff 空间 metH 关于任意点间的一般距离关系。由此，接下来利用(6)研究 metH 是否满足群定义中的

条件就较为容易了。现忽视 metH 内的所有点，将看作 metH 由内部所有序列点之间的距离线构成，那么空
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间 metH 就成了包换序列点之间距离的空间，将其记为 LH 。 
选取 LH 中任意元素三个元素 ( ) ( ) ( ), , , , ,a b m n p qd d dα α α α α α ，验证是否满足乘法群的条件。首先，

封闭性是显然的。然后， 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

, , ,

  

a b m n p q

ab ab mn pq pq mn mn pq mn pq

ab mn pq pq ab mn mn ab pq mn pq ab

ab mn pq ab pq mn ab mn pq ab

d d d

diamU R diamU diamU R diamU R diamU R R

diamU diamU diamU R diamU diamU R diamU diamU R R diamU

R diamU diamU R R diamU R R diamU R R

α α α α α α⋅ ⋅

= − − − +

= − − +

− + + −

( ) ( )( ) ( ), , ,
mn pq

a b m n p q

R

d d dα α α α α α= ⋅ ⋅

 

结合律成立。因为 LH 由距离构成的，可断言存在距离为 1 的距离，并且存在对应的逆元。设 LH 中

任意序列点之间的距离元素为 ( ),i jd x x ，对于单位距离则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 , 1 , 1i j ij ij ij ij i j ij ij i jd x x diamU R diamU R d x x diamU R d x x⋅ = ⋅ − = − = = − ⋅ = ⋅  

成立。若 ( ),i jd x x 的逆 ( )1 ,i jd x x 存在，则必有某一元素 ( ),s td x x 使得 ( ) ( ), 1 ,s t i jd x x d x x= 。这里只需要 

( )( ) 1 , 1s t i jr r r r c
c

+ + = > 和 ( )( ) 1st st ij ijdiamU R diamU R− − =  

成立。由此推出，需要 

11 , 1st ij ij st st ij st ijdiamU diamU R diamU R diamU R R c
c

⋅ − − = = − >  

成立，而此式的成立是显然的，因此前面的论断成立。 
现考虑在 LH 是否存在交换律条件，仍然取任意的三个元素 ( ) ( ), , ,m n p qd dα α α α ，于是就有 

( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )

, ,

, ,

m n p q mn mn pq pq

mn pq pq mn mn pq mn pq

pq pq mn mn

p q m n

d d diamU R diamU R

diamU diamU R diamU R diamU R R

diamU R diamU R

d d

α α α α

α α α α

⋅ = − −

= − − +

= − −

= ⋅

 

成立。由上述讨论，根据定义 2.4 可知， LH 满足 Abel 群的条件。 
另外考虑 Lindelöf 空间，此空间是每一个开覆盖都包含可数个子覆盖的拓扑空间，所有也需要通过

分离性公理来构造实现度量化，其经过构造后满足群条件的论证过程与 Hausdorff 空间相同，因此不再进

行详细论述。 

3. 构造典型的度量空间结构满足群的条件 

Euclid 空间是一种最基本的度量空间，我们从 Euclid 空间的定义出发，考虑由 n 维实线性空间 nR 和

度量 ρ 构造的 n 维 Euclid 空间 E。这里选取任意的三个元素 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , .n
n n nx x x y y y z z z R∈    

由于实线性空间的元素满足交换律和结合律，因此有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2, , , , , , , , , ,n n n n n ng x x x y y y x y x y y x y x g y y y x x x= + + = + + =      成 立 。 令

{ }1E 是空间的单位元集合使得 
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( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, , ,1 , , 1 , , ,n E n E ng x x x x x x g x x x= =   ， 

由此可得逆元为 ( ) ( ) { }1
1 2 1 2, , , 1 , , , 1 n

n E n Ex x x x x x R− = ∈  ，根据定义 2.4 就有 

{ } { } { }( )
{ { } { } { } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

1 1 0 ,

, 1 1 0 , , 0 ,

, , , , , ,

n n
g E E

n n
E E

E R R

x y z R R x y x y

x y y x x z x y y z

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

= −

= ∈ − = =

= ≤ +



 



   
 

 

       


当且仅当 ， 

则构造的 gE 也满足 Abel 群的条件。考虑将空间经过一定的构造后满足群的条件，但原本的空间性

质仍然存在，因此若两个空间之间原本存在一定的逻辑关系，经过构造后，这种关系是不变的。 
所以根据上述讨论和对于 Euclid 空间的构造过程，就能得到类似的构造 Hilbert 空间满足群条件的方

法。因为 Hilbert 空间是无限维完备可分的 Euclid 空间(这里讨论可分的 Hilbert 空间)，所以将上述构造的

gE 和 Euclid 空间与 Hilbert 空间的关系，可以类似构造满足群条件的 Hilbert 空间。对于完备的 Euclid 空

间 pE ，可知 pE 满足条件： 
① 原 Euclid 空间 E 是 pE 的子空间； 
② E 在 pE 中处处稠密，即 [ ] pE E= 。 
由于这里的完备性并不改变空间内部点的性质及其相互关系，所以构造 pE 与构造 gE 的方法类似。 

取任意的点 ( )1 2, , , n px x x E∈ ，因为 { }{ } { }( )0 01 1 0 ,n n
p E EE R R ρ= −



 ，其中 nR 是 0
nR 的线性子空间，又

因为 pE 中没有零元素，所以不可能存在 ( )1 2, , , n pEα α α ∈ 使得
1

0
n

i i
i

xα
=

=∑ ，因此 pE 是无限维的。接下 

来需要证明下面一个重要的命题。 
命题 3.1 在构造的可分完备的 Euclid 空间 pE 中，任何完备标准正交系是封闭的。 
证明：已知 pE 是完备度量空间，实际上只需证明 pE 是可分的。假设 1 2, , , nϕ ϕ ϕ 是 pE 中的一组封闭

的标准正交系，则对于任意的 pf E∈


，它的 Fourier 级数的部分和收敛于 f


，而且有 Bessel 不等式 
22

1
k

k
c f

∞

=

≤∑


，其中 ( )
1

, ,
n

k k k k
k

c x x cϕ ϕ
=

= = ∑ ，                         (7) 

这里(7)意味着元素系{ }nϕ 的线性组合在 pE 中处处稠密，即系{ }nϕ 是完备的。 

反之，若设系{ }nϕ 是完备的，即任意元素 pf E∈


都可以用元素系{ }nϕ 的线性组合
1

n

k k
k

c ϕ
=
∑ 给出同样

准确的逼近，从而级数
1

k k
k

c ϕ
∞

=
∑ 收敛于 f



，并且 Parseval 等式
22

1
k

k
c f

∞

=

=∑


成立。证毕。 

通过前面的论述和命题 3.1 的证明就得到了完备可分的 Euclid 空间 pE ，再由 pE 是无限维的，就容

易构造满足群条件的 Hilbert 空间，即 

{ } { } { }( )
{ { } { } { } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

0 0

0 0

1 1 0 ,

, 1 1 0 , , 0 ,

, , , , , ,

n n
i E E

n n
E E

H R R

x y z R R x y x y

x y y x x z x y y z

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

= −

= ∈ − = =

= ≤ +



 



     

 

        

当且仅当 ， 

由此构造的空间 , 1, 2, ,iH i n=  能够满足群的条件。因此，前面讨论构造的几种度量空间都能够在

保持自身空间基本性质不变的情况下满足群的条件，不妨将这种经构造的度量空间称为结合空间。同理，

不同的结合空间之间的一一对应关系也变成了同时满足同构和同胚条件的对应关系，本质上是一种二元
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映射。考虑空间与子空间的结构同一性，所以结合空间与其子结合空间也存在类似的关系。 

4. 结合流形的基本问题 

现已知度量空间经过构造能够形成结合空间，那么与度量空间关系密切的流形是否可经过类似的构

造得到满足群条件的结合流形，将在此进行论述。这里通过一般的结合拓扑流形得到结合 Smooth 流形。

关于前面得到的结合 Euclid 空间 gE ，这里考虑为是有限的 m 维的。由于之前构造的结合 Hausdorff 空间

aH 的元素的对应关系必须具有二元性，因此可以考虑取 aH 任意的序列子集 , aU U U U Hα β ρ σ ⊂ 
，令

二元映射 ( ),ϕ τΦ = ，满足： 
① ϕ 使得 ,U U U Uα β ρ σ 

与结合 Euclid 空间 gE 上的开集对应； 
② τ 使得结合 Hausdorff 空间中的的元素 ,U U U Uα β ρ σ  与结合 Euclid 空间 gE 上的元素对应。 
那么对于条件①：利用结合 Hausdorff 空间中的度量关系，即 

( )

( ) ( )

,

, , 2

d U U U U U U U U U U U U

U U diamU diamU

d a a R d a a R R R

α β ρ σ α β ρ σ α β ρ σ

αβ ρσ αβ ρσ

α β αβ ρ σ ρσ αβ ρσε

= − ≤ +

= + = +

= + + + < + +

     

，            (8) 

因为 ( ) ( ), , ,d a a d a aα β ρ σε ε< < ， , , 0R Rαβ ρσε > ，所以由(8)就有 

( ),d U U U Uα β ρ σ ε<   

成立。由于 gE 是有限 m 维结合 Hausdorff 空间，所以存在 0δ > 使得 

( ) ( )( ),d U U U Uα β ρ σϕ ϕ δ< 
， 

因此ϕ 的一致连续性成立。反之，同理逆映射 1ϕ− 的一致连续性也成立，则ϕ 是同胚。 
再考虑条件②：根据已定义的τ 有 

( ) ( ) ( ) ( ): , , , , ,U U f g U U h gα β ρ στ + → + →
 

 
， 

其中 ,f h
 

是 gE 中的点，因此有 

( ) ( ) ( ) ( ),U U U U g f h U U U Uα β ρ σ α β ρ στ τ τ+ = =
 

   
 

成立，即τ 是同态映射。同理考察 

( )( ) ( ) ( )( )1 1,g f h U U U Uα β ρ στ τ τ τ− −=
 

  ， 

因为已知式子 

( )1 f U Uα βτ − =



， ( )1 h U Uρ στ − =




， ( ) ( ) ( )U U U U U U U Uα β ρ σ α β ρ στ τ τ= +   

， 

所以 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1,g f h U U U U U U U U f hα β ρ σ α β ρ στ τ τ τ τ− − − −= + = + = +
   

    ， 

即 1τ − 也成立，因此τ 是同构映射。所以二元映射 ( ),ϕ τΦ = 是结合流形的之间的一一对应关系。由

此，我们就得到构造的结合流形 aM 的图 ( ),U Uλ µ Φ ，其中U Uλ µ
是 aH 中任意开子集序列。 

4.1. 结合 Smooth 流形的构造问题 

通过前面讨论得到的关于结合流形的基本理论，在此基础上我们可以继续探究结合 Smooth 流形的构
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造问题，但具体过程稍有不同。取结合 Hausdorff 空间 aH 的子结合空间 aH ∗ ，并且子结合空间 aH ∗ 必须满

足内部只有一组序列化结构，将构造的 aH ∗ 代入前面的论述可知 aH ∗ 自身仍然是一个结合流形，现要以 aH ∗

为基础来进一步构造 Smooth 流形。 
设 aH ∗ 内部唯一组序列为 1 2, , ,T T Tω ，所以可选取一图集为 ( ){ }, iT Tε ξ= Φ ，其中 1,2, ,i ω=  ，

T Tε ξ
是 aH ∗ 中任意开子集序列，所以就有

1
n a

n
T H

ω
∗

=

=∑ ，即形成 aH ∗ 的开覆盖。取图集 中的任意图

( )1,T Tλ µ Φ 和 ( )2,T Tρ σ Φ ，根据前面关于二元映射的理论，可知 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,T T E u T T E vλ µ ρ σΦ = Φ =
 

  ， 

其中 1 2, gE E E⊂ 和 , gu v E∈
 

，因此存在二元 Smooth 映射 ( )1 2,ψ ψΨ = ，并且此映射是结合 Euclid 空间 gE
的自映射，即 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2, , : , .E u E v E E u vψ ψΨ = = =
     

所以就有关系 ( )( ) ( )1
1 2T T T Tλ µ ρ σ
−Ψ Φ = Φ 

成立。因此可知 aH ∗ 是结合 Smooth 流形，并且图集

( ){ }, iT Tε ξ= Φ 也是 Smooth 图集。 

4.2. 构造 Banach 空间满足群、环条件的问题 

现设 X 是一个线性空间，显然 X 必须满足定义线性空间的基本公理，也就是说 X 内的元素关系存在

加法和数乘两种运算关系，若要使 X 满足代数条件就需要再在 X 中引入乘法运算并且满足赋范线性空间

条件且存在单位元，即 
① ( ) ( )xy z x yz= ； 
② ( ) ( ),x y z xy xz y z x yx zx+ = + + = + ； 
③ ( ) ( ) ( )xy x y x yα α α= = ； 
④ 如果存在元素 e X∈ ，使得对一切 x X∈ 有 ex xe x= = ； 
⑤ 如果乘法运算使交换的，即乘法运算满足公理： xy yx= ； 
⑥ 1e = ； 
⑦ xy x y≤ 。 
同时还要满足对于空间中的任意序列{ }nξ 有 lim nn

ξ ξ
→∞

= ，所以空间具有完备性，那么通过此线性空间

就得到了 Banach 空间 B.从空间的内部的元素关系可以看出多种运算法则，其乘法能够满足乘法群的条

件，而利用加法和乘法两种运算可以使 Banach 空间([11])通过构造满足环的条件。 
考虑构造这样一种结构 ( ),aB B= ∂ ，因此对与其中的任意元素 ax B∈ 满足如下条件： 
① 0x ≥ 当且仅当 0x = 时 0x = ； 
② 若有另一 ay B∈ ，则 x y x y+ ≤ + ； 
③ 对于一切常数α 有 x xα α= 成立。 
因此容易知道前面的条件①至⑦在此结构中也成立，所以任取 , , ax y z B∈ ，根据已知条件就有

加法交换律、结合律成立；又因为取 0 0= 所以有 

0 0 0 0x x x x x+ = + = = + = + ； 

令 0x x− = − ，所以 

( ) 0 0x x x x+ − = = = − + . 
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因此 { } { }( )0 ,a aB B B= − ∂ 
满足 Abel 群的条件。 

进一步讨论满足环条件的情况，根据前面的论述，可知 aB 在加法下是满足 Abel 群条件的

, , ax y z B∈ ，则因为 ( ) ( ) ( ), ,x y y x x y z x y z x y z x y x z= = + = + ，所以交换、

结合、分布律均成立；另外由于 ae B∈ ，所以就有1 x x⋅ = ，即幺元也存在。由定义 2.5，可知结合

Banach 空间 { } { }( )0 ,a aB B B= − ∂ 
满足交换环的条件。同样地，可进一步将构造的满足交换环条件的

结合 Banach 空间 aB 再进行构造，使其满足整环条件，得到满足整环条件的结合 Banach 空间 aB∗ 。取任

意 , , aa b c B∈ ，若 a b a c= ，令
1a e a− = 代入，得到

1 1a a b a a c− −= ，就有 

e b b e c c= = = ， 

并且 { }0e ≠ ，所以得到满足整环条件的结合 Banach 空间 

{ } ( ) { }{ }( )0 0 ,a a aB B B e B∗ = − − ∂  
. 

4.3. 构造 Banach 空间满足 PID 条件的问题 

选取实数群 R，显然 R 可以构成一个交换环，这里令 { },PID aRB B R= 是复合交换环集合，对此进行构

造，那么需要证明下面的命题成立。 

命题 4.3.1 令
1

n

i PID
i

I RB
=

⊂


，其中任意的某个 { }j aI R a Bα= ∀ ∈ ，证明{ }1 2, , , nI I I 是 PIDRB 中的

理想。 
证明：首先，因为 0 R∈ ，所以对于任意的 aBα ∈ 有 0 jI∈ 成立；然后，选取任意的实数 ,a b ，我们

就有 , ja b Iα α ∈ ，且 ( )a b a bα α α+ = + ，由于 a b R+ ∈ ，所以 ja b Iα α+ ∈ ；最后，如果 ja Iα ∈ ，

任意的 b 或 PIDRBβ ∈ ，因为 ab R∈ ，所以 { }1 2, , ,j na I I I Iα ∈ ∈  ，又因为 aBα β ∈ ，所以

{ }1 2, , , na I I Iα β ∈  。因此{ }1 2, , , nI I I 是 PIDRB 中的理想。证毕。 

另外，根据前面的构造可知，对任意理想有 ( ) { }jI a a Rα α= = ∀ ∈ ，所以 jI 是由 α 生成的主理

想，同理，对于{ }1 2, , , nI I I 都是 PIDRB 中的主理想，因此我们由前面讨论所得的结论，就有 PIDRB 是满

足交换环条件的结合 PID，这是对结合 Banach 空间做进一步构造得到的。 

5. 结论 

本文通过运用两个基本的度量化定理得到度量化的 Hausdorff 空间，在此基础上，本文研究讨论的重

点是构造具有特殊拓扑结构的度量空间来满足群、环、PID 的重要条件，也就是对构造方法和构造过程

论证的研究。由于，可度量化空间作为数学研究的重要理论和工具，在多个分支领域都有重要的应用，

具有一定的研究意义，但是对文中所提出的构造法的研究还存在一定的局限性，主要是讨论的范围和条

件的广泛性不够([4] [5] [6])，这些问题都是在接下来的研究中需要重点关注和解决的。 
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