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摘  要 

本文研究了线性回归模型在因变量存在缺失的同时回归系数附加有随机约束条件时的估计问题，基于完

整数据方法和单点插补方法，给出了模型系数的两种约束估计，并研究了这两类估计量的渐近正态性。

最后通过数值模拟验证了所提估计方法的有效性。 
 
关键词 

线性回归模型，缺失数据，插补方法，随机约束估计 

 
 

Stochastic Restricted Estimation of  
Linear Regression Models with  
Missing Responses 

Jing Li1, Bailing An2 
1School of Applied Technology, China University of Labor Relations, Beijing 
2School of Mathematical Sciences, Huaibei Normal University, Huaibei Anhui  
 
Received: Nov. 27th, 2022; accepted: Dec. 23rd, 2022; published: Dec. 30th, 2022 

 
 

 
Abstract 
This paper discusses estimation of linear regression models in the presence of multicollinearity 
and there are stochastic linear restrictions on the regression coefficients. Based on the com-
plete-case method and single imputation technique, two stochastic restricted estimators are pro-
posed. Asymptotically, properties of the proposed estimators are shown. Finally, some simulations 
are conducted to illustrate the proposed methods. 
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1. 引言 

线性回归模型作为最为常用的统计分析之一，已经得到了深入的理论研究和广泛的应用。众所周知，

对于线性回归模型，可以采用最小二乘估计方法或极大似然估计方法等。然而，这些估计方法一般只利

用了样本总体假定和样本信息。在分析一些实际领域的问题时，常常可以通过该问题的专业背景以及前

期研究等渠道获得一些额外信息，这些额外信息经常被转化为模型中回归系数的约束条件，比如某个回

归系数按照实际问题来说应该是正值，或者两个或多个回归系数之间存在某种关系，详细介绍可参考

Toutenburg (1982) [1]。那么，在模型的估计中如果能够将这些约束条件充分利用，可以提高估计量的有

效性。对于一般线性回归模型，如果约束条件为针对系数的线性约束，那么此时采用约束最小二乘估计

是比普通最小二乘法更有效。除了线性约束之外，还有随机线性约束以及不等式约束等情况，具体内容

可参考 Rao 和 Toutenburg (1999) [2]。 
另一方面，实际数据分析中，数据的缺失是非常普遍的，关于缺失数据的详细介绍可参考著作 Little

和 Rubin (1987) [3]。缺失数据下回归模型的研究得到了关注，相关研究可参考 Cheng (1994) [4]、Chu & 
Cheng (1995) [5]、Wang & Rao (2002) [6]，Wang & Rao (2004) [7]和 Qin 等(2009) [8]等有关文献。 

目前关于线性回归模型的约束估计，大都是基于无缺失的情形，关于缺失数据下约束估计的研究还

很少。杨徐佳等(2011) [9]构造了因变量缺失下线性回归模型的估计。安佰玲等(2013) [10]在此基础上讨论

了模型的精确约束估计问题。本文将在这两篇论文的基础上考虑因变量缺失下线性回归模型的随机约束

估计。 
考虑如下的线性回归模型 

T , 1, 2, ,i i iY X i nβ ε= + =                                 (1) 

其中， iY 为因变量观测值， ( )T
1 2, , ,i i i iqX X X X=  ，为对应的自变量的观测值， β 为 1q× 的未知参数向

量，模型误差 iε 为独立同分布的随机变量，且有 ( ) 0i iE Xε = 和 ( ) 2
i iVar Xε σ= 。为了方便介绍，我们引

入一个新的变量δ 作为缺失的标志， 1iδ = 表示 iY 的值可以被观测到，而 0iδ = 表示 iY 值缺失。这里，我

们假定 iY 满足随机缺失的机制，即 

( ) ( )1| , 1 | .P X Y P Xδ δ= = =                               (2) 

该缺失机制是缺失数据分析中常用的假设条件。 
考虑如下的随机约束条件 

b Aβ η= +                                         (3) 

其中 A 是 k p× 维的已知矩阵，且 ( )rank A k= ，b 是 1k × 维的已知向量。η为均值为 0，协方差为 2σ Ω的

随机向量，其中Ω为一已知正定矩阵。为了在线性回归模型的估计中考虑随机约束条件(3)，Durbin (1953) 
[11]，Theil 和 Goldberger (1961) [12]以及 Theil (1963) [13]提出了混合估计方法。 
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本文重点研究线性回归模型(1)在因变量缺失机制(2)和随机约束条件(3)下的估计问题，从而将杨徐佳

等(2011) [9]和安佰玲等(2013) [10]的结果推广到了随机约束情形。 
第 2 节和第 3 节将分别基于完整数据方法和单点插补方法构造模型系数的随机约束估计，并给出估

计量的渐近性质。第 4 节将通过数值模拟验证所提方法的有效性，定理的证明将放在第 5 节。 

2. 基于完整数据方法的随机约束估计 

完整数据方法就是只利用因变量和自变量都观测完整的数据，将因变量存在缺失的那些观测值舍弃

不用。假设独立同分布样本数据 }{ 1
, ,

n
i i i i

Y Xδ
=
来自模型(1)，则有 

T , 1, 2, , .i i i i i iY X i nδ δ β δ ε= + =                              (4) 

显然模型(4)可记为如下矩阵形式 

,Y X β ε= +                                      (5) 

其中 ( )T
1 1 2 2, , , n nY Y Y Yδ δ δ=  ， ( )T

1 1 2 2, , , n nX X X Xδ δ δ=  ， ( )T
1 1 2 2, , , n nε δ ε δ ε δ ε=  。 

基于最小二乘法，可得 β 基于完整数据方法的估计为 

( )
1

1T T T

1 1

ˆ .
n n

C i i i i i i
i i

X X X Y X X X Yβ δ δ
−

−

= =

   = =   
   
∑ ∑                        (6) 

下面基于文[11] [12] [13]中的混合估计方法来估计随机约束条件(3)下的线性回归模型(5)。构造的如

下的辅助函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T 1F Y X Y X b A b Aβ β β β β−= − − + − Ω −                    
 
(7) 

用辅助函数对于 β 求导数并令其为 0，可得： 

( ) ( ) ( )TT T 12 2 0.
F

X Y X A b A
β

β β
β

−∂
= − − − Ω − =

∂
                      (8)

 
简单整理可得 β 基于完整数据方法的随机约束估计 

( ) ( )1T T 1 T T 1ˆ .SR
C X X A A X Y A bβ

−− −= + Ω + Ω                           (9) 

根据文[9]中的定理 A.18，可得: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 1 1 1T T 1 T T T T T T TX X A A X X X X A A X X A A X X
−− − − − −−  + Ω = − Ω+  

        (10)
 

则由(6)、(9)和(10)， ˆ SR
Cβ 可以等价表示为如下的形式 

( ) ( ) ( )
11 1T T T Tˆ ˆ ˆRS

C C CX X A A X X A A bβ β β
−− − = − Ω+ −  

                  (11) 

下面给出关于 ˆ RS
Cβ 的渐近性质。 

定理 1. 如果第 5 节的假设条件成立， ˆ RS
Cβ 是渐近正态的，有 

( ) ( )2 1ˆ 0, ,dRS
Cn Nβ β σ −− → Σ  

其中 ( )T
1 1E X XδΣ = 。 

显然，我们所构造的因变量缺失下的随机约束估计 ˆ RS
Cβ 的渐近性质与杨徐佳等(2011) [9]中构造的精

确约束最小二乘估计的渐近性质相同。 
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3. 基于单点插补方法的约束估计及其性质 

为了弥补完整数据方法丢弃数据从而损失信息的不足，下面基于单点插补方法构造模型系数的随机

约束估计。基于上一节得到的最小二乘估计 ˆ
Cβ ，针对因变量存在缺失这一情况，定义如下的新的因变量 

( )* T ˆ1 ,i i i i i CY Y Xδ δ β= + −                                 (12) 

显然，当 iY 没有缺失时， *
i iY Y= ，而当 iY 存在缺失时，用插补值 * T ˆ

i i CY X β= 代替其观测值。 
基于构造的数据集 ( )*

1
,

n

i i i
Y X

=
，有如下的线性模型 

* T , 1, 2, , .i i iY X e i nβ= + =                                 (13) 

其中 ( )* T ˆ1i i i i i cY Y Xδ δ β= + − 。 
对模型(13)使用最小二乘方法，得到 β 的单点插补估计 

1
T *

1 1

ˆ .
n n

I i i i i
i i

X X X Yβ
−

= =

   =    
   
∑ ∑                               (14) 

考虑随机约束条件(3)，构造如下的辅助函数 

( ) ( ) ( ) ( )
2 T* * T 1

1
, .

n

i i
i

F Y X b A b Aβ λ β β β−

=

= − + − Ω −∑                      (15) 

同第 2 节类似，基于上面的辅助函数，可得 β 单点插补的随机约束估计为 

( ) ( )1T T 1 T * T 1ˆ SR
I X X A A X Y A bβ

−− −= + Ω + Ω                         (16) 

同样，该估计可以等价表达为 

( ) ( ) ( )
11 1T T T Tˆ ˆ ˆ .RS

I I IX X A A X X A A bβ β β
−− − = − Ω+ −  

                   (17) 

下面给出 ˆ RS
Iβ 的渐近性质。 

定理 2. 如果第 5 节的假设条件成立， ˆ RS
Iβ 是渐近正态的，满足 

( ) ( )2 1ˆ 0, .dRS
In Nβ β σ −− → Σ  

需要注意的是 ˆ RS
Iβ 的渐近性质也与杨徐佳等(2013) [9]中构造的完整数据最小二乘估计的渐近性质相

同。 

4. 数值模拟 

本节我们将通过数值模拟考察前面所提出估计方法的有效性。假设数据产生于如下的模型 

1 1 2 2 1, 2, ,i i i iy x x i nβ β ε= + + =                              (18) 

其中 ( )1 ~ 1,1ix N ， ( )2 ~ 0,1ix U ，( )1 2,β β 的真实值为 ( )3,2 。为了考察模型误差的分布对估计和检验结果

影响，考虑如下两种情况(1) ( )2~ 0,0.5i Nε ；(2) ( )~ 3 2, 3 2i Uε − ，表1中分别用N和U表示。缺失

的机制采用安佰玲等(2013) [10]中的设置，当 1 21 0.5 1i ix x− + − ≤ 时 

( ) ( )1 1 2 2 1 21 | , 0.8 0.2 1 0.5i i i ip x x x x x xδ∆ = = = = = + − + − ；其余情况等于0.9。 
随机约束设定为 1 2 5β β η+ = + ， 0Eη = ， ( ) 0.49Var η = ，即 ( )1,1A = ， 5b = ， 0.49Ω = 。 
针对模型(18)，基于上面的各种缺失机制和误差分布，我们取样本量n分别为50、100和150，在每一

种设定下分别求取 ( )1 2,β β 的基于完整数据分析方法的估计(表1中用C表示，下同)和随机约束估计
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(C-SR)，基于单点插补方法的估计(I)和随机约束估计(I-SR)。每种情况重复计算500次，以这些估计量的

均方误差(EMSE)来衡量其表现， 

( ) ( )
500 2 2* *

1 1

1EMSE
500 kj j

k j
β β β

= =

= −∑∑  

其中 *
kjβ 是参数 jβ 的第 k 次重复时的估计值，模拟结果见表 1。 

 
Table 1. EMSEs of the estimators 
表 1. 不同估计量的 MSE 

β  
n = 50 n = 100 n = 150 

N U N U N U 

C 0.0305 0.0342 0.0146 0.0169 0.0112 0.0101 

C-RS 0.0253 0.0281 0.0133 0.0152 0.0105 0.0095 

I 0.0321 0.0330 0.0158 0.0155 0.0100 0.0105 

I-RS 0.0266 0.0274 0.0144 0.0142 0.0094 0.0099 

 
从模拟结果可以看出：(1) 这四类估计量的均方误差都随着样本量的增加而减小，此外，估计值对于

误差分布的改变几乎没有变化。(2) 同样设置下，单点插补方法的均方误差一般小于完整估计方法。(3) 同
样设置下，考虑了约束条件的随机约束估计的表现优于没有考虑约束条件时的估计。 

5. 定理的证明 

在给出定理的证明之前，我们先给出下面条件。 
条件 1： ( )T

1 1 1E X Xδ∑ = 为正定矩阵。 
条件 2： ( )| 0E Xε = ， ( )3 |E Xε < ∞。 
引理 1. 如果前面的假设条件成立， ˆ

cβ 和 ˆ
Iβ 都是渐进正态的，二者都满足 

( ) ( )2 1ˆ 0, ,dn Nβ β σ −− → Ω  

其中 β̂ 为 ˆ
cβ 或 ˆ

Iβ 。 
证明：该引理即为杨徐佳等(2011) [9]中的定理 1。 
引理 2. 如果前面的假设条件成立，有 

T T T
1 1

1 1,P PX X X X EX X
n n

→Σ →  

定理 1 的证明：定义 T T 1
SRS X X A A−= + Ω ， ( )1 2diag , , , nδ δ δ∆ =  ，则由 ˆ RS

Cβ 的定义可得 

( ) ( )
( )

( )

1 T T 1 1 T T 1

1 T T T 1

1 T T 1 T T 1

1 T 1 T 1

ˆ RS
C SR SR

SR

SR

SR SR

S X Y A b S X Y A b

S X X X A A

S X X A A X A

S X S A

β

β ε β η

β ε η

β ε η

− − − −

− −

− − −

− − −

= + Ω = ∆ + Ω

 = ∆ + ∆ + Ω + 
 = ∆ + Ω + ∆ + Ω 

= + ∆ + Ω

 

从而有 
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( )
1 1

T T 11 1ˆ RS SR SR
C

S S
n X A

n nn n
β β ε η

− −
−   − = ∆ + Ω   

   
 

由引理 2，结合 ( )T 11 1pA A
n

ο−Ω = ，可得： 

( ) ( )T T 1 T 21 1, 0,p DSRS
X X A A X N

n n n
ε σ−= + Ω →∑ ∆ → ∑  

另一方面由 T 1 0EA η−Ω = 和 ( )T 1 T 1Cov A A Aη− −Ω = Ω ，可得 

( )T 11 1pA
n

η ο−Ω =  

结合上面的结论，由 Slutsky 定理，可得 

( ) ( )2 1ˆ ˆ 0,DRS
Cn Nβ β σ −− → ∑  

定理 2 的证明：由 ( )* T ˆ1i i i i i CY Y Xδ δ β= + − ，可得 

( )

( ) ( )
( ) ( )

*

1T T

1 1T T T T

ˆ
n C

n

Y Y I X

Y I X X X X Y

Y X X X X Y X X X X Y

β
−

− −

= ∆ + − ∆

= ∆ + − ∆ ∆ ∆

= ∆ + ∆ ∆ −∆ ∆ ∆

 

从而有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1T T 1 T * T 1

1 1 1T T 1 T T T T T T 1

1 1T T 1 T T T T 1

1 1T T 1 T T T T 1

1 1T T 1 T T T T

RS
I X X A A X Y A b

X X A A X Y X X X X Y X X X X Y A b

X X A A X X X X X Y A b

X X A A X X X X X X A A

X X A A X X X X X A

β

β ε β η

β ε

−− −

− − −− −

− −− −

− −− −

− −− −

= + Ω + Ω

 = + Ω ∆ + ∆ ∆ −∆ ∆ ∆ + Ω  
 = + Ω ∆ ∆ + Ω  
 = + Ω ∆ ∆ + + Ω +  

= + + Ω ∆ ∆ + Ω 1η 
  

 

由引理 2 以及
T 11 0PA A

n
−Ω → 可得 

( ) ( )

( ) ( )

1 1T T 1 T T 11T T T T 1

1T T

1 1ˆ

1 1

PM

p

X X A A X X A An X X X X X A
n nn n

X X X o
n

β β ε η

ε

− −− −− −

−

   + Ω + Ω
− = ∆ ∆ + Ω   

   

= ∆ ∆ +

 

从而可得 

( ) ( )2 1ˆ ˆ 0, .DRS
In Nβ β σ −− → ∑  
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