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摘  要 

研究阿基米德螺线上的一类特殊的下三角矩阵值边值问题。首先使用双线性形式给出阿基米德螺线上的

伪正交多项式并说明这是唯一存在的；其次给出特殊的下三角矩阵值边值问题并转化为四组有联系的边

值问题；最后使用Liouville定理和Painlevé定理以及伪正交多项式给出解。 
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Abstract 
This paper studies a special kind of lower triangular matrix value boundary value problem on 
Archimedeanspiral. First, the pseudo-orthogonal polynomial on the Archimedeanspiral is given in 
bilinear form and shows that it exists only; Secondly, the special lower triangular matrix value 
boundary value problem is given and transformed into four groups of related boundary value 
problems; Finally, the solution is given by using Liouville theorem and Painlevé theorem and 
pseudo-orthogonal polynomials. 
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1. 引言 

在一些经典教科书[1] [2] [3]中讨论了有限曲线上解析函数的边值问题(Riemann-Hilbert问题)。在1992
年，FoKas A S，Its A R 和 Kitaev A V 在[4]中构造了一个矩阵值 Riemann-Hilbert 边值问题，其唯一解是

实轴上的正交多项式。在 1993 年，Deift P 和 Zhou X 在[5]中引入关于振荡型 Riemann-Hilbert 边值问题。

并应用到正交多项式的研究中，因此，形成了 Riemann-Hilbert 方法[2]。文献[6]研究了正实轴上的边值问

题并给出了广义主部和阶的概念，解决了无限长曲线延伸到无穷远点没有主部和阶的问题。 

2. 基础知识 

在本文中将 ( )e , 0iL L θθ θ= ≥ 默认为阿基米德螺线， eia
aL a= 为阿基米德螺线上以 a 为长度的点，其

中 [ )0,a∈ +∞ ，a bL L 默认为 L 上从 aL 到 bL 的闭弧段。若 F 在以阿基米德螺线 L 剖开的复平面全纯，则记

为 ( )\F A L∈  。 
在阿基米德螺线上我们使用双线性形式来代替内积，这是一种常用的方式，如[2]使用此方式给出了

奇异积分方程的可解条件；如 Delft.P.等在[7]中用双线性形式定义了类似正交多项式的多项式组，我们在

阿基米德螺线上研究类似的多项式组： 
设 ( ) ( ) ( )( )2

,2 0 1, 1u v n
v nw H L H O u v+∈ ∞ ∞ < < >  。我们在次数不超过 n 的多项式空间 nΠ 中引入双线

性形式： 

( ) ( ) ( ) ( ), d ,      , nL
f g w t f t g t t f g= ∈Π∫                           (1) 

取 nΠ 中的一组基 21, , , , nt t t ，对这组基做施密特正交化，则有 
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其中
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( )
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, , ,

n n n
nn

n n
n n

t p t p t p
A t p p p

p p p p p p
−

−
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= − − − − ，若 ( ),n np p 始终不为零，则这个过程始终可以

进行，最后我们得到 L 上权函数为 w 的伪正交多项式组： ( ) ( )0 1, , , np p z p z ；令 

( ) ( )1 ,  0,1, ,k k
k

P z p z k n
α

= =  ，                             (2) 
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其中 kα 为 ( )kP z 的首项系数，则 ( )kP z 为首 1 的 k 次伪正交多项式。显然，伪正交多项式组 
( ) ( )0 1, , , np p z p z 是唯一存在的。 

定义 1. 设 ( )f t 定义在 L 上， 0∆ > 和 0 1µ< ≤ 。如果 ( )f H Lµ
∆∈ ∞ ，我们记为 ( )f H µ∈ ∞ 。如果存

在一个常数 0M > ，使得 

( ) ( ) 

1 1 ,    ,f t f t M t t L
t t

µ

∆′ ′′ ′ ′′− ≤ − ∈ ∞
′ ′′

，                           (3) 

则记为 ( )ˆf H µ∈ ∞ ，若不强调指数 µ 则可简记为 ( )ˆf H∈ ∞ ，另外，如果在 L 的任意有限子弧 L′上有

( )f H Lµ ′∈ ，则称 ( )ˆf H Lµ∈ 或 ( )ˆf H L∈ 。如果 ( )ˆf H µ∈ ∞ 且 ( ) 0f ∞ = ，则我们记为 ( )0
ˆf H µ∈ ∞ 或简

记为 ( )0
ˆf H∈ ∞ 。 

定义 2. 如果对于任意 0b a> > ，都有 ( )a bf H L Lµ∈ ，则称为 ( )cf H Lµ∈ ，或简记为 ( )cf H L∈ 。如

果存在 0δ > ，使得 ( )0f H L Lµ
δ∈ ，则我们记为 ( )0f H µ∈ 。 

定义 3. 设 f 定义在 

0\L L L∆ 上，其中 0∆ > ，若 

0\L L L∆ 任意两点 t′和 t′′都有 

( ) ( ) { }max ,

µ′ ′ ′′−
′ ′′− ≤

′ ′′v v

M t t
f t f t

t t
，                               (4) 

其中 M 和 0 1 vµ< < < 为常数，则我们记为 ( )u
vf H∈ ∞ 。 

定义 4. 设 f 是定义在 L 上的函数，存在 0∆ > ，实数 v和有界函数 ( )*f t ，使得 

( ) ( )*

,  v

f t
f t t

t
= ≥ ∆，                                    (5) 

或等价地， ( ) ( ) ,−= → ∞vf t O t t ，则记为 ( )vf O∈ ∞ ，更进一步，如果 ( ) ( )*f t H µ∈ ∞ ，则记为 ( )*
vf H∈ ∞ 。

如果存在 0δ > ，实数α 和有界函数 ( )*f t ，使得 

( ) ( )*

,  
f t

f t t
t α

δ= ≤                                     (6) 

或等价地， ( ) ( ) , 0α−= →f t O t t ，则记为 ( )0f Oα∈ ，更进一步，如果 ( ) ( )* 0f t H µ∈ ，则记为 ( )* 0f Hα∈ 。

还可以定义 

( ) ( )* *

0 1
0 0H Hα

α≤ <

=


。                                    (7) 

设定义在 L 上的函数 ( ) ( )m
mf fτ τ τ= ，若分别满足 ( )ˆ

mf H µ∈ ∞ ， ( )0
ˆ

mf H µ∈ ∞ ， ( )m vf H µ∈ ∞ ，则我

们将其分别记为 ( )ˆ
mf H µ∈ ∞ ， ( ),0

ˆ
mf H µ∈ ∞ 和 ( ),v mf H µ∈ ∞ 。 

参考文献[6]，下面我们引入广义主部的概念。 
定义 5. 设 ( )\F A L∈  。若存在一个整函数 ( )E z ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )( )1

0
lim 0,  lim 0
z z

F z E z F z E z−
→∞ →

 − = − =     ，                     (8) 

则称 ( ) ( )( )1E z E z− 为 F 在 ( )0z z= ∞ = 处的广义主部，记为 [ ]( )G.P ,F z∞ [ ]( )( )G.P ,0F z  
定义 6. 设 f 是定义在 L 上的函数，定 f 在 L 上的 Cauchy 型积分为 

[ ]( )( ) ( )
0 ,

1lim d ,  
2 δδ

τ
τ

τ
∆

+→ ∆→+∞
= ∉

π −∫
L

L

f
C f z z L

i z
，                        (9) 

如果这个极限存在。对于 ( )e 0it αα α= > ， 1b α= + ，如果 

[ ]( )( ) ( ) ( ) ( )
00

1lim d d d
2

α δ

α δδ

τ τ τ
τ τ τ

τ τ τ
− ∞

+ +→

 
= + + 

π − − − 
∫ ∫ ∫

b

b

L L L

L L L

f f f
C f t

i t t t
               (10) 
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存在，则我们称为阿基米德螺线上核密度为 f 的 Cauchy 主值积分(奇异积分)。 
定义 7. 设 F 是定义在沿 L 剖开的复平面上的函数，若 ( )\F A L∈  ，它以阿基米德螺线为边界的正

负边值 F ± 存在，且 

[ ]G.P ,0 0zF =                                     (11) 

则称之为以 L 为跳跃曲线的分区全纯函数。 
引理 1. [6]若 ( ) ( ) ( )( )0 1, 1u v

vf O H O vα α∈ ∞ ∞ < >  ，则 

[ ]G.P , 0C f ∞ =  。                                  (12) 

引理 2. [6]若 ( ) ( )( )* 0 1, 1vf H O vα α∈ ∞ < > ，则 

[ ]G.P ,0 0zC f  =  。                                  (13) 

3. 矩阵值 Riemann 边值问题 

本文考虑阿基米德螺线上的下三角矩阵值 Riemann 边值问题。设 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1,1 1,2

2,1 2,2

z z
z

z z
 Φ Φ 

Φ =   Φ Φ 
                              (14) 

是定义在复平面的子集Ω 上的 2 2× 矩阵值函数，每一个元素 ,j kΦ 都是定义在Ω 上的函数。如果Φ 中

每一个元素 ,j kΦ 都满足相同的性质，则我们称 Φ 有其相应的性质。因此，可以定义 ( )\A LΦ∈  ，

[ ]( )G.P , zΦ ∞ ， [ ]( )Ord , zΦ ∞ ， ( )H LΦ∈ 等性质。 
问题 (下三角矩阵值函数边值问题)寻求以 L 为跳跃曲线的矩阵值分区全纯函数Φ，满足 

( ) ( ) ( )

[ ]( )

0

1 0
,  \ ,

1

G.P , ,

t t t L L
w t

z I

+ −  
Φ = Φ ∈  
  
 ΞΦ ∞ =

                         (15) 

其中 

( ) 0
0

− 
Ξ =  

 

n

n

z
z

z
，                                 (16) 

I 是 2 2× 单位矩阵，权函数 w 满足条件 

( ) ( ) ( ) ( )2
,2  0 1, 1u v n

v nH L H O u v+∞ ∞ < < >  。                     (17) 

我们可以将(15)转换称四个有联系的 Riemann 边值问题： 

( ) ( )1,1 1,1 0

1,1

,    \ ,

G.P , 1,n

t t t L L

z

+ −

−

Φ = Φ ∈


 Φ ∞ =  
                             (18) 

( ) ( )1,2 1,2 0

1,2

,    \ ,

G.P , 0,n

t t t L L

z

+ −

−

Φ = Φ ∈


 Φ ∞ =  
                             (19) 

( ) ( ) ( ) ( )2,1 2,1 1,1 0

2,1

,    \ ,

G.P , 0,n

t t w t t t L L

z

+ − −Φ = Φ + Φ ∈


 Φ ∞ =  
                        (20) 

( ) ( ) ( ) ( )2,2 2,2 1,2 0

2,2

,    \ ,

G.P , 1.n

t t w t t t L L

z

+ − −Φ = Φ + Φ ∈


 Φ ∞ =  
                        (21) 
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显然，(18)是定阶的 Liouville 问题，通过 Painlevé 定理，可知 ( )1,1 zΦ 在除原点外的任意一点都解析(原
点也可能解析)，也就是说 0z = 是孤立奇点，又因为 ( )1,1 zΦ 是分区全纯函数，所以 1,1G.P ,0 0z Φ =  ，所

以 0z = 是可去奇点，又因为 1,1G.P , 1nz− Φ ∞ =  ，根据广义 Liouville 定理，我们有 

 ( ) ( ) ( )( )1,1  1Φ = n nz nP z P z 是首 的 次多项式 。                        (22) 

将(22)代入(20)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )2,1 2,1 0

2,1

,    \ ,

G.P , 0,
n

n

t t w t P t t L L

z

+ −Φ = Φ + ∈


 Φ ∞ =  
                          (23) 

由(17)我们可以证明： 

( ) ( ) ( ) ( ),  0 1, 1u v n
n v nwP H L H O u v+∈ ∞ ∞ < < >  。                      (24) 

事实上，因为 ( ) ( ) ( )2
,2

v n
v nw H Oµτ +∈ ∞ ∞ ，所以 ( ) ( ) ( )2n v

vw H Oµτ τ ∈ ∞ ∞ ，任取 0,1, ,2k n=  ，令

2m n k= − ，对于 

1 2, L Lτ τ ∆ ∞∈ 且 2 1τ τ> ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

2 2
1 1 2 2

1 1

2 2
2 2 2 2

1 2

1 1
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1 1

,

k k n n
m m

n n
m m

n n
m m

w w w w

w w

w w

τ τ τ τ τ τ τ τ
τ τ

τ τ τ τ
τ τ

τ τ τ τ
τ τ

− ≤ −

≤ −

+ −

Α+Β

                      (25) 

因为 ( ) ( ) ( )2n v
vw H Oµτ τ ∈ ∞ ∞ ，所以 

 1 2

1 2

1
m vM

µτ τ
τ τ

−
Α ≤ ，                                   (26) 

因为 ( ) ( )2v nw Oτ +∈ ∞ ，所以 

 

( )*
2 2 1

2 1 2

1 2 1
2 1 2 2 1 1

1
2 1 2

2 1
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1 2
3

2

,

m m

v m

m m m
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v
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M
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τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ

− − −

+

−
Β ≤

− + + +
≤

−
≤

−
≤



                            (27) 

由(25)~(27)可知 ( ) ( ) ,  0,1, ,2k
vw H k nµτ τ ∈ ∞ =  ，又因为 np 为首 1 的 n 次多项式，所以 

( ) ( )v
n vwp H Oµ∈ ∞ ∞ ，也即 ( ) ( ),

v n
n v nwp H Oµ +∈ ∞ ∞ ，故是一个 1nR− − 跳跃问题。 

令 

( ) [ ]( ) ( ) ( )1 d ,  \ ,
2

τ τ
τ

τ
Ψ = = ∈

π −∫ 

n
n L

w P
z C wP z z L

i z
                       (28) 

则通过 Plemelj 公式，引理 1 和引理 2 可知，Ψ是一个以 L 为跳跃曲线的分区全纯函数且满足 
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( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

0,  \ ,

G.P , 0,
nt t w t P t t L L+ −Ψ −Ψ = ∈


Ψ ∞ =

                            (29) 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )2,1 2,1 0,  \t t t t t L L+ − + −Φ −Φ = Ψ −Ψ ∈ ，令 ( ) ( ) ( )2,1F z z z= Φ −Ψ ，则 F 是一个以 L 为跳跃曲线的

分区全纯函数且满足： 

( ) ( )
[ ]

0,  \ ,

G.P F, 0,

F t F t t L L+ − = ∈


∞ =
                                  (30) 

而(30)问题是一个零阶的 Liouville 问题，显然它的解为 ( ) 0F z = ，所以 

( ) [ ]( ) ( ) ( )
2,1

1 d ,  \
2

τ τ
τ

τ
Φ = = ∈

π −∫ 

n
n L

w P
z C wP z z L

i z
                      (31) 

当且仅当满足条件 

2,1G.P , 0.nz Φ ∞ =                                       (32) 

因为 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2,1

1
1

0

1 1d d
2 2

1d d ,
2 2

τ τ τ τ τ τ
τ τ

τ τ
τ τ τ

τ τ τ τ τ
τ

−
− −

=

−
Φ = +

π − π −

= − +
π π −

∫ ∫

∑ ∫ ∫

n n n
n nn

L L

nkn
nn k

nL L
k

w P z w P
z z

i z i z
w Pz w P

i i z

                (33) 

由引理 1 和(24)，可知(32)等价于 

( ) ( )1 d 0,  0,1, , 1
2

τ τ τ τ = = −
π ∫ 

k
nL

w P k n
i

。                        (34) 

同样(19)是 Liouville 问题，类似于问题(18)我们有 

( ) ( )1,2 1nz q z−Φ =  ( ( )1nq z− 次数不超过 1n − 次的多项式)，               (35) 

将(35)代入(21)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )2,2 2,2 1 0

2,2

,    \ ,

G.P , 1.
n

n

t t w t q t t L L

z

+ −
−Φ = Φ + ∈


 Φ ∞ =  

                        (36) 

显然，(36)是一个定阶跳跃问题，类似于问题(20)可知，它的解为 

( ) [ ]( ) ( ) ( )1
2,2 1

1 d ,  \
2

τ τ
τ

τ
−

−Φ = = ∈
π −∫ 

n
n L

w q
z C wq z z L

i z
                   (37) 

当且仅当满足条件 

( ) ( )

( ) ( )

1

1
1

1 d 0,  0,1, , 2,
2
1 d 1,

2

τ τ τ τ

τ τ τ τ

−

−
−

 = = − π

 = −
 π

∫

∫



k
nL

n
nL

w q k n
i

w q
i

                       (38) 

由(38)可知 ( )1nq τ− 是关于阿基米德螺线上权函数 ( )w τ 正交的 1n − 次多项式，则 

( ) ( )2
1 1 12n n nq i P Pτ π τ−
− − −= −                                 (39) 

其中 
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( ) ( )
1

2 2
1 1 dn nL

p w pτ τ τ− −
 =  ∫ 。                                (40) 

定义 6. 令 

( ) ( ) ( )* 1 d ,   
2

τ τ
τ

τ
= ∉

π −∫L
w f

f z z L
i z

，                             (41) 

则称 *f 为 f 关于权函数 w 的相伴函数。 
定理 如果 w 满足(17)，则下三角矩阵值边值问题(15)的解为 

( )
( ) ( )
( ) ( )

2
1 1

2* *
1 1

2

2
n n n

n n n

P z i P P z
z

P z i P P z

π

π

−
− −

−
− −

 −
 Φ =
 − 

，                            (42) 

其中 ( )nP z 是阿基米德螺线上关于权函数 w 正交的首项系数是 1 的 n 次多项式， *
nP 是阿基米德螺线上 nP

关于权函数 w 的相伴函数。 
证明 由前面的讨论可知，若(15)有解，则它的解的形式为(42)的形式，由伪正交多项式的唯一性可

知，(15)至多有一个如(42)的解。 
反过来，若Φ由(42)给出，则由 nP ， 1nP − 的正交性，可知(34)和(38)成立，即 1,1Φ 满足(18)， 1,2Φ 满足

(19)；再由 Plemelj 公式知 2,1 2,2,Φ Φ 分别是(20)和(21)的解，即由(42)定义的Φ的确为(15)的解。 
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