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摘  要 

针对对称正定矩阵流形，通过理论分析给出了四种不同的黎曼度量与典型性质，并通过仿真实验，分析

了正弦信号在叠加不同信噪比的高斯噪声情况下，信号与噪声之间不同度量下的距离变化趋势。实验结

果表明，不同的黎曼度量将呈现特有的变化趋势。 
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Abstract 
For symmetric positive definite matrix manifolds, four kinds of Riemannian measurements and 
typical properties are given by theoretical analysis, and the variation trend of distance between 
sinusoidal signal and noise under different measurements is analyzed by simulation experiment 
under the condition of superimposing Gaussian noise with different signal-to-noise ratio. The ex-
perimental results show that different Riemannian measures will show unique trends. 
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1. 引言 

在信息领域中的很多问题都可以归结为黎曼几何的研究对象，而近些年来黎曼流形应用于各领域成

为了学术界的一个热点，如水声通信，雷达目标检测，图像处理等领域。文献[1]详细介绍了什么是黎曼

几何学，以及黎曼流形的基本概念；文献[2] [3] [4] [5] [6]中叙述了各种距离度量方法的推理，其中使用

最广泛的两种距离度量方法是仿射不变黎曼度量[2]和对数欧几里得黎曼度量[4]，它们流行的主要原因是

它们是由黎曼度量引起的测地线距离；文献[7]介绍了 SPD 流形上的和两种类型的布雷格曼散度，即 Stein
散度[6]和 Jeffrey 散度[7]，由于信号在空间形成流形，通过流形上的黎曼度量代替欧式空间的欧几里得距

离，分析得到的结果更加方便和准确。因此，笔者在黎曼流形理论的数学基础上，分析了正弦信号在叠

加不同信噪比的高斯噪声情况下，信号与噪声之间不同度量下的距离变化趋势。 

2. 对称正定矩阵流形  

在本节，将讨论对称正定流形上的一些几何概念。在本节中使用以下符号： ( )SPD n 是实 n nSPD×

矩阵，I 是 n nR × 中的单位矩阵， ( ),GL n R 是李群， PT M 是流形 M 中的切空间。 
定义 1 [2] (对称正定矩阵流形)： ( )SPD n 是 n 维对称正定矩阵所在的空间， 

( ) ( ){ }T
min| , 0n nSPD n P R P P Pλ×= ∈ = > ，其中 minλ 代表最小的特征值。 

( )SPD n 有良好的性质[1]：1) 它是一个封闭的、非多面体的自对偶凸锥；2) 它包含一个规范的高

阶对称空间；3) 它的内部是一个可微黎曼流形。 
测量流形上的贴近度量的一种自然方法是考虑流形上两点之间的测地线距离，该距离被定义为连接

这两点的最短曲线的长度，最短的曲线距离被称为测地线，类似于 n nR × 中的直线。而仿射不变黎曼度量

和对数欧几里得度量是研究 SPD矩阵最常见的黎曼结构，下面主要介绍两种由测地线引出的黎曼度量。 
定理 1 [2]测地线 [ ] ( ): ,a b SPD nγ → 满足的方程为 

1 0P PP P−− =�� � �  

而且过 ( )A SPD n∈ ，方向为 ( ) ( )Av v n T SPD n∈ = 的测地线方程为 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2expt A tA vA Aγ − −=  ( )0 1t< <  

在 ( )SPD n 上定义仿射不变度量[8] 

( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 1, ,PX Y P XP P YP tr P XP Y− − − − − −= =  

其中 ( )P SPD n∈ ， ( ), PX Y T SPD n∈ 。显然有 , ,X Y Y X= ，又因为 

( ) ( ) ( )( )21 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, 0AX X tr A XA X tr A XA A XA tr A XA− − − − − − − −= = = ≥  
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而且等号成立的充要条件是 0X = ，从而得知此内积是正定的，此外还满足双线性，所以是黎曼度量。

在此黎曼内积下，全体对称正定矩阵全体成为一个非正曲率的黎曼流形。 
定义 2 [4] (仿射不变黎曼度量)测地线曲线的弧长定义了流形上两点 A 和 B 的黎曼距离为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
1 2 1 2 1 2

1, log log log iiF F

nd A B A BA A B λ− − −
=

= = = ∑  

其中 , 1,2, ,i i nλ = � 是 1A B− 的特征值， 1 2 1 2A BA− − 和 1A B− 是相似的，有相同的特征值，尽管 1A B− 不是对

称的，但它的特征值是实数并且是正的。 
在SPD流形上，对数欧几里得黎曼度量是一个用于SPD流形的简洁有效的黎曼度量，该度量充分考

虑SPD流形的几何特性，通过矩阵的对数映射将SPD样本矩阵映射到其切空间中，切空间中的样本与原

SPD 流形上的样本是一一对应的关系。由于切空间是一个平面，可以视为欧氏空间，该度量将样本在切

空间中的欧氏距离作为原 SPD 矩阵之间的测地距离。 
SPD 流形上另一种代数与几何结构，设 ( )1 2,A A SPD n∈ ，定义乘法 

( ) ( )( )1 2 1 2: exp log logA A A A= +⋅  

定义 SPD 流形上的对数欧式黎曼度量为 

( ) ( )* *, : log , logA AA I
X Y X Y=  

其中 ( ), AX Y T SPD n∈ ， ( )A SPD n∈ 。 
定义 3 [2] (对数欧几里得黎曼度量)流形 ( )SPD n 上任意两点 A，B 之间的距离为 

( ) ( ) ( ) ( ), log log logA A I
d A B B A B= = −  

上面的对数欧式度量，相应的指数和对数映射满足 

( ) ( ) ( ) ( )( )*loglog exp log logA AB A B= −  

( ) ( ) ( )( )*exp exp log logA AX A X= +  

黎曼距离有如下性质： 
1) ( ) ( )1 1, ,d A B d A B− − = 。 

2) ( ) ( )1 2 1 2, ,d A B d I A BA− −= 。 

3) ( ) ( ) ( )T T, , , ,d A B d XAX XBX X GL n R= ∈ 。 

为了避免计算矩阵的对数而产生的计算量大的问题，学者 Cherian 提出了测量来快速计算矩阵之间

的距离，通过减少计算的复杂度，极大地降低了计算量。该方法由于只需对矩阵行列式进行计算，而无

需对矩阵乘法和矩阵对数等其他复杂度较高的进行操作，从而简化了计算的步骤，节省了计算时间。 
定义 4 [7] (Stein 散度) Stein 散度又叫做对数行列式散度， ( ) ( ) [ ): 0,Sd SPD n SPD n× → ∞ ，流形

( )SPD n 上任意两点 A，B 之间的 Stein 散度被定义为 

( )2 1, log log
2 2S

ABd A B AB= −  

Stein 散度可以用来度量不同分布之间的差异，但它不是一种严格的距离定义。 
定义 5 [9] (Jeffrey 散度) ( ) ( ) [ ): 0,Jd SPD n SPD n× → ∞ 是 Bregman 散度的另一种特殊类型，流形

( )SPD n 上任意两点 A，B 之间的 Jeffrey 散度被定义为 
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( ) ( ) ( )2 1 11 1,
2 2Jd A B tr A B tr B A n− −= + −  

该度量不需要矩阵特征值计算或对数计算，同时和仿射不变黎曼度量的许多性质相同。每个度量都是来

自于不同的几何、统计或信息理论上的考虑。虽然有些度量试图捕捉 SPD矩阵的非线性，但并不是所有

的这些度量都是由黎曼度量引起的测地线距离，表 1 总结了这些度量及其性质。 
 

Table 1. Comparison of four Riemannian metric properties of SPD matrix [10] 
表 1. SPD 矩阵四种黎曼度量性质对比[10] 

距离 对称性 三角不等式 仿射不变性 测地距离 

仿射不变黎曼度量 满足 满足 满足 是 

对数欧几里得黎曼度量 满足 满足 满足 是 

Stein 散度 不满足 不满足 满足 否 

Jeffrey 散度 满足 不满足 满足 否 

3. 实验及仿真分析 

实验：随机生成一个正弦信号 sinf wt= ，一个高斯白噪声，将高斯白噪声叠加到正弦信号上可得

下图 1~5。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of sinusoidal waveform and sinusoidal wave-
form after superimposing noise 
图 1. 正弦波形及叠加噪声后的正弦波形示意图 

 
仿真设计：探究高斯白噪声下的正弦信号不同信噪比下的四种黎曼度量变化。 
实验信号为 ( )sinx wt= ， 2w f= π ， 100f = ，信噪比从−100 至 100 变化，采样频率为 8000 HZ。 
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Figure 2. Affine invariant distance change diagram under different SNR 
图 2. 不同信噪比下仿射不变距离变化图 

 

 
Figure 3. Changes in logarithmic Euclidean distance under different signal-to-noise ratios 
图 3. 不同信噪比下对数欧几里得距离变化图 

 

 
Figure 4. Stein divergence change diagram under different signal-to-noise ratios 
图 4. 不同信噪比下 Stein 散度变化图 
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Figure 5. Jeffrey divergence change diagram under different signal-to-noise ratios 
图 5. 不同信噪比下 Jeffrey 散度变化图 

4. 结论 

在数学理论基础上，通过仿真实验可知，不同信噪比下信号和噪声之间的黎曼度量呈现不同的变化

趋势，从上图可知，信噪比越大的条件下，信号与噪声的距离逐渐变小，然而仿射不变黎曼度量的距离

出现了一个拐点。因为流形的结构不同，所定义的黎曼度量算出的距离也有所差距，在未来，我们仍然

需要继续去探索黎曼度量在哪种特定噪声的信号中更具有精准性。 
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