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Abstract

In this paper, we study that the preenvelopes of morphisms and short exact sequences
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are closed under direct sums using the fact that the preenvelope of left R-module is

closed under direct sums.
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1. Úó

3�©¥,XJvkAO�Ñ,¤k��Ñ´� R-�,¿^ R-ModL«� R-��Æ.��%C

nØ=��ý�äÚýCX��35´�éÓN�ê¥�Ä��Vg��.3 20V 80c�ÐÏ,

Enochs3 [1]¥Ú Auslander�<3 [2]¥JÑ
^ÓN�ê��{ïÄ�� (ý)�äÚ (ý)C

X.��%CnØ�í2, 2013c,Ék�Ú Guil Asensio�<3 [3]¥�Ñ
n�%CnØ�½Â

¿y²
��Æ'uý�ä�ýCX��
²;Ún3n�%C¥�´¤á�.

3n�%CnØ¥,&?�
AÏn��(ý)�äÚ(ý)CX��35äk��¿Â.� I
´� R-��Æ����½mn�, 2018c, Mao3 [4]¥ïÄ
 R-�� I- ý�äÚ I-ýCX'u

�ÈÚ�Ú±9*Ü�µ45,¿ïá
 R-��ý�äýCXÚ���ý�äýCX�m�'X.

2020c, Mao3 [5]¥0�
á�ÜS��ý�äÚýCX,¿��
 R- ��ýCXÚá�Ü��

ýCX�m�éX.

Édéu,�©·�l� R-��ý�ä'u�Úµ45Ñu,?Ø
��Úá�ÜS��ý�

ä'u�Ú�µ45.éó/,��±|^ R-��ýCX'u�È�µ45,?Ø��Úá�Ü��

ýCX'u�È�µ45.Ï�y²´��éó�,¤±3�©¥Ø��ã.

2. ý��£

e¡�Ñ�©^���
Ä�Vg.

½Â 1 [6] ¡ R-Mor´���Æ,Ù¥,

(1) R-Mor¥�é�´ R-Mod¥�� R-�Ó�,
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(2) R-Mor¥�l (f : M1 →M2)� (g : N1 → N2)���� R-Mod¥���éf (d, s)

(M1
d // N1,M2

s // N2)

÷vXe��ã

M1

f

��

d // N1

g

��
M2

s // N2

K���Æ R-Mor´ÛÜk�L« Grothendieck�Æ.

½Â 2 [5] ¡ Rε´á�ÜS��Æ,Ù¥,

(2) Rε¥�é�´¤k�� R-�á�ÜS�,

(3) Rε¥�lá�ÜS� (0 → A1 → A2 → A3 → 0)�á�Ü� (0 → B1 → B2 → B3 → 0)

����� R-������n�| (f1, f2, f3)

(A1
f1 // B1, A2

f2 // B2, A3
f3 // B3)

÷vXe��ã

0 // A1
//

f1

��

A2
//

f2

��

A3
//

f3

��

0

0 // B1
// B2

// B3
// 0

� C ´��� R-�a.P

cC = { 0→ X → Y → Z → 0 ∈ Rε : X ∈ C}

½Â 3 [6] � A´?¿�Æ, C ´ A���é�a.

(1)¡ A¥��� φ: M → N ´M � C-ý�ä,XJ N ∈ C ¿�é?¿��� f : M → N ′,

Ù¥ N ′ ∈ C,�3�� g: N → N ′ ¦� gφ = f .¡ C-ý�ä φ: M → N ´M � C-�ä,XJ÷v

ηφ = φ�gÓ� η´gÓ�.

(2)¡ A¥��� ψ: M → N ´ N � C-ýCX,XJM ∈ C ¿�é?¿��� f : M ′ → N ,

Ù¥M ′ ∈ C,�3�� h: M ′ →M ¦� ψh = f .¡ C-ýCX ψ: M → N ´ N � C-CX,XJ÷v

ψβ = ψ�gÓ� β ´gÓ�.

½Â 4 [4] ¡ I ´ R-Mod�n�,XJé?¿�� R-�M Ú N , M � N �3 I ¥�¤k
��´ HomR(M,N)�f+,¿�÷vé?¿�� R-�Ó� f , g Ú h,e fghk¿Â� g ∈ I,K

fgh ∈ I.
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½Â 5 [7] � C ´��� R-Moda, Ic = {f ∈ HomR(M,N) |M ´?¿� R�,

N ∈ C}, cI = {g ∈ HomR(M,N) | N ´?¿� R�, M ∈ C}.K Ic´d{1N : N ∈ C})¤� R-�

�mn�, cI´d{1M : M ∈ C})¤� R-���n�.

½Â 6 [3] ¡ cI ¥��� φ: M → N ´M � cI-ý�ä,XJé cI ¥?¿��� ϕ: M → D,

�3�� η: N → D,¦� ηφ = ϕ.¡ cI-ý�ä φ: M → N ´ cI-�ä,XJ÷v hφ = φ�gÓ�

h´gÓ�.

½Â 7 [3] ¡ Ic ¥��� φ: M → N ´ N � Ic-ýCX,XJé Ic ¥?¿��� ψ: C → N ,

�3�� θ: C → M ,¦� φθ = ψ.¡ Ic-ýCX φ: M → N ´ Ic-CX,XJ÷v φγ = φ�gÓ�

γ ´gÓ�.

3. Ì�(J

·�Äk�ÑXe��k^�Ún.

Ún 1 [4] (1)� I ´ R-Mod¥'u�Úµ4���mn�.K I ¥��� (ϕi: Mi → Ni)i∈J

´Mi��� I-ý�ä��=� ⊕i∈Jϕi: ⊕i∈IMi → ⊕i∈JNi´ ⊕i∈J
Mi��� I- ý�ä.

(2)� I ´ R-Mod¥'u�Èµ4����n�.K I ¥��� (ϕi: Mi → Ni)i∈J ´Ni��

� I-ýCX��=� Πi∈Jϕi: Πi∈IMi → Πi∈JNi´ Πi∈JNi��� I-ýCX.

±e½n´�©�Ì�(Ø.

½n 1 � C ´��� R-�a,eã´ (f, d)�íÑ:

A1

d

��

f // B1

s

��
A2

g // B2

K d: A1 → A2´ A1��� C-ý�ä��=�

(A1
f // B1)

(d,s) // (A2
g // B2)

´�� f : A1 → B1��� cI-ý�ä.

y²: ¿©5: ?� R-Mod ¥���é (A1
f // B1)

(ω,γ) // (X
α // Y ) , Ù¥ X ∈ C. Ï

� d: A1 → A2 ´ A1 ��� C-ý�ä, A2 ∈ C, ¤±�3�� ξ: A2 → X, ¦� ξd = ω, l

k γf = αω = αξd, ¤±díÑ�5��, �3�� β: B2 → Y , ¦� βg = αξ, βs = γ. Ïd
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(ξ, β)(d, s) = (ω, γ),=ke���ã:

A1

��

f //

d

�� ω

��

B1

s

�� γ

��

A2
g //

ξ

!!

B2

β

  
X

α // Y

� (A1
f // B1)

(d,s) // (A2
g // B2) ´�� cI-ý�ä.

7�5:dK¿��, A2 ∈ C,y� X ∈ C, ω: A1 → X ´?¿� R-���,K

(A1
f // B1)

(α,0) // (X
0 // 0)

� R-Mod¥���é,� X
0 // 0 ∈ cI.Ï� (A1

fi // B1)
(d,s) // (A2

g // B2) ´�� cI-ý

�ä,¤±�3��é (A2
g // B2)

(ξ,0) // (X
0 // 0) ,¦�e�ã��:

A1

��

f //

d

�� ω

��

B1

s

��
0

��

A2
g //

ξ

!!

B2

0

��
X

0 // 0

= (ξ, 0)(d, s) = (ω, 0),Ïd ξd = ω,¤± d: A1 → A2´ A1��� C-ý�ä.

íØ 1 - C ´'u�Úµ4���� R-Moda,�é?¿ i ∈ I,eã´ (fi, di)�íÑ:

Ai

di

��

fi // Bi

si

��
A

′

i

gi // B
′

i

XJ ⊕i∈JB
′

i ´ ⊕i∈Jfi � ⊕i∈Jdi �íÑ,@o (Ai
fi // Bi)

(di,si) // (A
′

i

gi // B
′

i) ´�� fi: Ai →
Bi��� cI-ý�ä��=�

(⊕i∈JAi → ⊕i∈JBi)
(⊕i∈Jdi,⊕i∈Jsi)// (⊕i∈JA

′

i → ⊕i∈JB
′

i)

´�� ⊕i∈Jfi: ⊕i∈IAi → ⊕i∈JBi��� cI-ý�ä.
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y²:¿©5: (Ai
fi // Bi)

(di,si) // (A
′

i

gi // B
′

i) ´�� fi: Ai → Bi ��� cI-ý�ä,d½

n 1�7�5��, di: Ai → A
′

i´ Ai��� C-ý�ä.KdÚn 19 C 'u�Úµ4��, ⊕i∈Jdi:
⊕i∈JAi → ⊕i∈JA

′

i´ ⊕i∈JAi��� C-ý�ä.Ï� ⊕i∈JB
′

i ´ (⊕i∈Jfi,⊕i∈Jdi)�íÑ.¤±

(⊕i∈JAi → ⊕i∈JBi)
(⊕i∈Jdi,⊕i∈Jsi)// (⊕i∈JA

′

i → ⊕i∈JB
′

i)

´�� ⊕i∈Jfi: ⊕i∈IAi → ⊕i∈JBi��� cI-ý�ä.

7�5: (⊕i∈JAi → ⊕i∈JBi)
(⊕i∈Jdi,⊕i∈Jsi)// (⊕i∈JA

′

i → ⊕i∈JB
′

i) ´�� ⊕i∈Jfi: ⊕i∈IAi
→ ⊕i∈JBi��� cI-ý�ä.d½n 1�7�5��, ⊕i∈Jdi: ⊕i∈JAi → ⊕i∈JA

′

i´ ⊕i∈J
Ai ��� C-ý�ä.KdÚn 1��, di: Ai → A

′

i ´ Ai ��� C-ý�ä,Ï� B
′

i � (fi, di)�í

Ñ,¤± (Ai
fi // Bi)

(di,si) // (A
′

i

gi // B
′

i) ´�� cI-ý�ä.

·K 1 � C ´��� R-�a,eã´ (f, α)�íÑ:

A1

α

��

f // B1

β

��
A2

g // B2

K α: A1 → A2´ A1��� C-ý�ä��=�

(0→ A1 → B1 → C → 0)
(α,β,1)// (0→ A2 → B2 → C → 0)

´�Ü� 0 // A1
f // B1

g // C // 0 3 Rε¥��� cC-ý�ä.

y²:¿©5d ( [5],½n 2.1)��.

7�5:� X ∈ C, δ: A1 → X ´?¿� R-���,

(0→ A1 → B1 → C → 0)
(δ,0,0) // (0→ X → 0→ 0→ 0)

� Rε¥���n�|,Ï�

(0→ A1 → B1 → C → 0)
(α,β,1)// (0→ A2 → B2 → C → 0)

´�Ü� 0 // A1
f // B1

g // C // 0 ��� cC-ý�ä,¤±�3 Rε¥���n�|

(0→ A2 → B2 → C → 0)
(h,0,0) // (0→ X → 0→ 0→ 0)

¦� (h, 0, 0)(α, β, 1) = (δ, 0, 0),Ïd hα = δ,¤± d: A1 → A2´ A1��� C-ý�ä.
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íØ 2 - C ´'u�Úµ4���� R-Moda,�é?¿ i ∈ I,eã´ (fi, αi)�íÑ:

Ai

αi

��

fi // Bi

βi

��
A

′

i

gi // B
′

i

XJ ⊕i∈JB
′

i ´ ⊕i∈Jfi� ⊕i∈Jdi�íÑ,@o

(0→ Ai → Bi → Ci → 0)
(αi,βi,1)// (0→ A

′

i → B
′

i → Ci → 0)

´�Ü� 0 // Ai
fi // Bi

gi // Ci // 0 3 Rε¥��� cC-ý�ä��=�

(0→ ⊕i∈JAi → ⊕i∈JBi → ⊕i∈JCi → 0)
(⊕i∈Jαi,⊕i∈Jβi,1)// (0→ ⊕i∈JA

′
i → ⊕i∈JB

′
i → ⊕i∈JCi → 0)

´�Ü� 0→ ⊕i∈JAi → ⊕i∈JBi → ⊕i∈JCi → 03 Rε¥��� cC-ý�ä.

y²:¿©5: (0→ Ai → Bi → Ci → 0)
(αi,βi,1)// (0→ A

′

i → B
′

i → Ci → 0) ´�Ü�

0 // Ai
fi // Bi

gi // Ci // 0 ��� cC-ý�ä,d·K 1�7�5��, αi: Ai

→ A
′

i´Ai��� C-ý�ä,dÚn 19 C'u�Úµ4��,⊕i∈Jαi:⊕i∈JAi → ⊕i∈JA
′

i´⊕i∈JAi
��� C-ý�ä.Ï� ⊕i∈JB

′

i ´ (⊕i∈Jfi,⊕i∈Jαi)�íÑ,¤±

(0→ ⊕i∈JAi → ⊕i∈JBi → ⊕i∈JCi → 0)
(⊕i∈Jαi,⊕i∈Jβi,1) // (0→ ⊕i∈JA

′
i → B → ⊕i∈JCi → 0)

´�� cC-ý�ä.

7�5:Ï�

(0→ ⊕i∈JAi → ⊕i∈JBi → ⊕i∈JCi → 0)
(⊕i∈Jαi,⊕i∈Jβi,1)// (0→ ⊕i∈JA

′
i → ⊕i∈JB

′
i → ⊕i∈JCi → 0)

´�Ü� 0 → ⊕i∈JAi → ⊕i∈JBi → ⊕i∈JCi → 0��� cC-ý�ä,¤±d·K 1�7�5��,

⊕i∈Jαi: ⊕i∈JAi → ⊕i∈JA
′

i ´ ⊕i∈JAi ��� C-ý�ä.KdÚn 1��, αi: Ai → A
′

i ´ Ai ���

C-ý�ä,Ï� B
′

i � (fi, αi)�íÑ,¤±

(0→ Ai → Bi → Ci → 0)
(αi,βi,1)// (0→ A

′

i → B
′

i → Ci → 0)

´�� cC-ý�ä.
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