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摘  要 

本文基于Darboux变换研究了CNLS-p方程，得到了一些位于零背景上的精确解，如孤子解、退化孤子解

等。特别地，我们用数学软件绘制出了相应解的图像，并进行了动力学行为分析。此外，基于模平方的

分解讨论了二阶退化孤子解的渐近形式，并展示了其近似轨道。 
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Abstract 
In this paper, we study the CNLS-p equation based on the Darboux transformation, and obtain 
some exact solutions under the zero background condition, such as soliton solutions, degenerate 
soliton solutions, etc. Especially, we use mathematical software to draw the image of the corres-
ponding solutions to analyze the dynamic behaviors. In addition, we discuss the asymptotic forms 
of the second-order degenerate soliton solutions by using the decomposition of the modulus square, 
and show their approximate orbits. 
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1. 引言 

非线性薛定谔(NLS)方程是非线性科学和数学物理中的重要模型。它在光学、玻色–爱因斯坦凝聚、金

融系统等方面有着广泛的应用[1] [2] [3]。近年来，由于许多重要的非线性物理现象无法用标准的 NLS 方程

描述，含多组分高阶项的 NLS 方程越来越受到研究者的关注[4]-[11]。事实上，许多物理系统包含了具有不

同模式、频率或偏振的相互作用波成分，这也使得耦合的 NLS 方程成为非线性系统的重要组成部分。 
在本文中，我们主要研究以下耦合方程，也称为 CNLS-p 方程[12]： 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ,tu ux x t 是复数， 1σ = ± ， * 表示复共轭。此系统已经被证明是潘勒卫可积的，并且具有双

线性形式，也可以用来描述正交偏振光波在各向同性介质中的传播。 
达布变换是构造可积系统的孤子解的一种非常有效的方法，它是一种规范变换，并不改变谱问题的

形式。达布变换的基本思想是选取微分方程中易求得的解作为种子解，运动规范变换构造新解与种子解

之间的迭代关系，进而求得方程的一系列精确解。 

2. Lax 对和达布变换 

为了构造 CNLS-p 方程的达布变换，需要从方程的可积性和对称性入手。该方程具有如下形式的 Lax 对 
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相容性条件 [ ] , 0t x− + =U V U V 恰好可以产生方程(1)。 
此外，矩阵U 和V 具有如下对称性： 

( ) ( ) ( ) ( )* * ,  JU J JV Jλ λ λ λ= − = −U V† †  

基于上述分析，便可对 CNLS-p 方程构造达布变换： 
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这里 ( ) [ ]T0 1 , , , , ,x t λ φ φ ψ ψΨ = Ψ = 是线性方程(2)的一个特解。 
接下来，我们构造达布变换的退化达布变换。将 [ ]  mΦ 在  mξ 处进行泰勒级数展开，然后，借助一个极

限过程，第一重退化达布变换为 
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类似地，第二重退化达布变换可以通过以下方式实现： 
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其中 
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进而，通过以上迭代步骤，可以继续推导出第三重退化达布变换甚至第 N 重退化达布变换。

 3. CNLS-p 方程的精确解 

借助上述的退化达布变换我们来构造该方程的精确解。取零种子解，可以很容易地得到特征函数

[ ] 0Ψ 为 

[ ] [ ]T 0 , , , ,φ φ ψ ψΨ =                                    (6) 

其中 ( ) ( )i ie , ex t x tλ λ λ λφ α ψ β+ − += = ，应用上面介绍的达布变换，我们求得了方程(1)的一些解如下： 
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其中 
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那么精确解的表达式为 
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下面，我们讨论所求得的解的一些动力学性质，见图 1。我们在图 1 中给出了二阶退化孤子解的三

维图和密度图。二阶退化孤子解是是由 Matveev 在处理 KdV 方程时提出的，与量子物理场中的超透明势

具有很强的相关性。它被看作是孤子的长程类似物，是缓慢退化的解。从图 1，我们容易看出二阶退化

孤子解是光滑的，并且在 0t = 时刻，二阶退化孤子解的两个分支相互作用最强烈，在原点处形成类怪波，

同时，振幅增大到最高约 1.8。之后，两个分支在  t →∞处完全分离。 
 

   
Figure 1. Three-dimensional and density diagrams of second-order degenerate solutions 
图 1. 二阶退化解的三维图和密度图 

 

此外，我们发现，二阶退化孤子解的波形并不是一条恒定波形的行波，而是一条随时间平缓变化的

曲线。为了近似刻画它们的轨迹，我们采用模平方分解的方法[13]。类比当 t →∞时，N-孤子解可以分

解为 N 个具有“相移”的单孤子。我们对二阶退化孤子解进行如下分解： 
性质当 t →∞时，PTCNLS 方程的 2-position 解的模平方具有如下分解： 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )
2 2

21 1 12 21 1 2 1 ln 1024 1 ln 1024 ,
4 4

u u H t u H t   ≈ + + −   
   

           (9) 

更精确的近似轨迹是由 ( )21 ln 1024 0
4

H t± = 定义的两条曲线，见图 2。图中显示了近似曲线与密度图

的一致性，其中 H x= 。 
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Figure 2. Asymptotic decomposition trajectory 
of the second-order degenerate soliton solution 
of CNLS-p equation 
图 2. CNLS-p 方程的二阶退化孤子解的渐近分

解轨迹图 

4. 小结 

本文基于达布变换方法，研究了零背景下 CNLS-p 方程的二阶退化孤子解，并对解的动力学行为进

行了具体的分析。特别地，还对解进行了模平方分解，得出其分解之后的近似轨道图，且所得结果与实

际解的图像有较好的吻合度。本工作使得 CNLS-p 方程的解更加丰富。此外，未来可以考虑进行分析在

不同背景下该方程在达布变换作用下的精确解。 
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