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摘  要 

对于定积分的计算来说，典型的做法是先求出原函数，再利用牛顿莱布尼茨公式代入上下限进行计算。

但对于一些难度较大的定积分计算问题，如果只局限于这种方法，计算过程将会非常的繁杂，甚至计算

不出结果。本文借助第一类欧拉积分–贝塔函数的对称性和递推公式等性质推导出形如 

( ) ⋅∫ m nI m n x x x2
0

, cos sin d
π

=  (其中 m n, ∈ )的定积分的递推公式和计算公式，从而为这类特殊的定积分

计算提供了一种有效的解决方法，大大简化了计算量。 
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Abstract 
For the calculation of definite integrals, the classical method is to find the original function, and 
then use Newton’s Leibniz formula to substitute the upper and lower limits for calculation. How-
ever, for some difficult definite integral calculation problems, if it is limited to this method, the 
calculation process will be very complicated, and even the result cannot be calculated. By using 
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the properties of Euler integral-beta function, the recursive and calculation formulas are induced 

for the problem ( ) ⋅∫ m nI m n x x x2
0

, cos sin d
π

=  (where m, n are non-negative integers), which pro-

vides the effective method of solving some special types of definite integral calculation for us and 
simplifies the calculation greatly. 
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1. 引言 

对于难以利用初等函数的性质进行求解的定积分问题，含参量积分作为一种积分工具发挥了重要的

作用，而贝塔函数作为含参量积分中的重要特例，自然也为解决积分计算问题带来了极大的便利[1]。在 

日常的学习过程中，我们经常遇到形如 ( ) 2
0

, cos sin dm nI m n x x x
π

= ⋅∫  (其中 ,m n∈ )的问题。一般情况下， 

求解这类定积分的常规方法是：结合三角函数之间的关系利用分部积分法求解出原函数，再利用牛顿莱布

尼兹公式解决问题[2]。但在实际计算中，这种方法的适度并不高，尤其是当被积函数中的指数 ,m n 不断

增大时，计算过程将会非常的繁琐。本文利用第一类欧拉积分——贝塔函数的对称性、递推公式等性质

得到 ( ),I m n 的递推公式和通用计算公式，从而大大地降低了计算量，有效地拓展了计算定积分的新思路。 

2. 预备知识 

定义 1 [1]第一类欧拉积分 ( ) ( )1 11
0

, 1 dqpB p q x x x−−= −∫ 也称为贝塔函数，其中 , 0p q > . 
引理 1 [1]贝塔函数具有对称性： ( ) ( ), ,B p q B q p= 。 

引理 2 [1]贝塔函数的其他形式有： 

( ) 22 2
0

1 1, 2 cos sin d .p qB p q x x x
π

− −= ∫                              (1) 

引理 3 [1]贝塔函数的递推公式： 

( ) ( )1, 1, .
1

pB p q B p q
p q

−
= −

+ −
                              (2) 

由对称性可推出也有递推公式： 

( ) ( )1, , 1 .
1

qB p q B p q
p q

−
= −

+ −
                              (3) 

3. 主要结果 

为方便起见，记 

( ) 2
0

, cos sin dm nI m n x x x
π

= ⋅∫  (其中 ,m n∈ )， 
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本节首先利用贝塔函数的相关性质推导出 ( ),I m n 的递推公式，然后通过分类讨论参数 ,m n 的奇偶性

得到 ( ),I m n 的计算公式。 
结论 1 设 ,m n 为非负整数，则 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2
0

1 !! 1 !!
, , ;

!!
, cos sin d

1 !! 1 !!
, , .

!! 2

m n

m n
m n

m n
I m n x x x

m n
m n

m n

π

 − −
 += ⋅ = 

− − π ⋅ +

∫
不全是偶数

都是偶数

         (4) 

证结合(1)和(2)可知， 

( )2
0

2 1 2 1 12 cos sin d 1, .
1

p q px x x B p q
p q

π
− − −

= −
+ −∫  

在上式中，令 2 1p m− = ， 2 1q n− = ，则有 

( ) 2
0

1
1 1 1 1 122 , 2 cos sin d , , .1 1 2 2 2 21

2 2

m n

m
m n m m nI m n x x x B Bm n m n

π
−

− + − − +   = ⋅ = =   + + +   + −
∫  

又由(1)知， 

( )22
0

1 1, 2 cos sin d 2 2, .
2 2

m nm nB x x x I m n
π

−− +  = ⋅ = − 
  ∫  

于是 

( ) ( )12 , 2 2, .mI m n I m n
m n
−

= ⋅ −
+

 

因此，我们得到递推公式 

( ) ( )1, 2, .mI m n I m n
m n
−

= −
+

                               (5) 

同理，结合(1)和(3)可得 

( ) ( )1, , 2 .nI m n I m n
m n
−

= −
+

                               (6) 

结合(5)和(6)，我们得到 ( ),I m n 的递推公式如下： 

( ) ( ) ( )1 1, 2, , 2 .m nI m n I m n I m n
m n m n
− −

= − = −
+ +

 

接下来通过对 m 和 n 的奇偶性进行分类(共四类)讨论来推导出 ( ),I m n 的通项公式。 
(i) 当 ,m n 都是偶数时，反复应用 ( ),I m n 的递推公式(5)可得 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

1 3 11, 2, 0, .
2 2

m mmI m n I m n I n
m n m n m n n

− −−
= − = =

+ + + − +






            (7) 

反复应用 ( ),I m n 的递推公式(6)可得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
1 3 110, 0, 2 0,0 .

2 2
n nnI n I n I

n n n
− −−

= − = =
−






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将上式代入(7)式有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 !! 1 !!

, 0,0 .
!!

m n
I m n I

m n
− −

=
+

 

又由 ( )0,0
2

I π
= 可知，当 m 与 n 都是偶数时， 

( ) ( ) ( )
( )
1 !! 1 !!

, .
!! 2

m n
I m n

m n
− − π

= ⋅
+

 

(ii) 当 m 是偶数，n 是奇数时，反复应用 ( ),I m n 的递推公式(6)可得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
1 3 210, 0, 2 0,1 .

2 3
n nnI n I n I

n n n
− −−

= − = =
−







 

由于 m 是偶数，所以(7)式仍成立。将其代入(7)式有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 !! 1 !!

, 0,1 .
!!

m n
I m n I

m n
− −

=
+

 

又由 ( )0,1 1I = 可知，当 m 是偶数，n 是奇数时， 

( ) ( ) ( )
( )
1 !! 1 !!

, .
!!

m n
I m n

m n
− −

=
+

 

(iii) 当 m 是奇数，n 是偶数时，反复应用 ( ),I m n 的递推公式(5)可得 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

1 3 11, 2, 1, .
2 3

m mmI m n I m n I n
m n m n m n n

− −−
= − = =

+ + + − +






              (8) 

反复应用 ( ),I m n 的递推公式(6)可得 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 3 111, 1, 2 1,0 .
1 1 1 3

n nnI n I n I
n n n

− −−
= − = =

+ + −






 

将上式代入(8)式有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 !! 1 !!

, 1,0 .
!!

m n
I m n I

m n
− −

=
+

 

又由 ( )1,0 1I = 可知，当 m 是奇数，n 是偶数时， 

( ) ( ) ( )
( )
1 !! 1 !!

, .
!!

m n
I m n

m n
− −

=
+

 

(iv) 当 ,m n 都是奇数时，反复应用 ( ),I m n 的递推公式(6)可得 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 3 211, 1, 2 1,1 .
1 1 1 4

n nnI n I n I
n n n

− −−
= − = =

+ + −






 

由于 m 是奇数，所以(8)式仍成立。将其代入(8)式有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 !! 1 !!

, 2 1,1 .
!!

m n
I m n I

m n
− −

= ⋅ ⋅
+
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由 ( ) 11,1
2

I = 可知，当 m 与 n 都是奇数时， 

( ) ( ) ( )
( )
1 !! 1 !!

, .
!!

m n
I m n

m n
− −

=
+

 

综合上述(i)~(iv)的结果即可得到(4)式。                                                   □ 
接下来我们通过一个具体的例子来体会公式(4)的简便之处。 

例 1、计算积分 2
0

6 3cos sin dx x x
π

⋅∫ . 

解：通常情况下，使用一般的积分计算方法时，我们可以求解出原函数并且利用牛顿莱布尼兹公式： 

( )

( ) ( )

2 6 3 6 2

6 2

6 8

6

2

8

0 0

2
0

2 2
0 0

2 2
0 0

cos sin d cos sin sin d

cos 1 cos sin d

cos sin d cos sin d

cos d cos cos d cos

2 .
63

x x x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x x

π π

π

π π

π π

⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ − ⋅

= ⋅ − ⋅

= − +

=

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

上述求解方法的计算过程比较复杂，不难想象当被积函数的指数再稍微增加一点，计算将更加的繁

琐。文献[3]先将其转化为贝塔函数，然后利用贝塔函数和伽马函数之间的关系逐渐递推计算得出。但是

如果通过我们上述总结的(4)式(对应于 6, 3m n= = )则可轻松的计算出结果： 

( )6 32
0

5!! 2!! 2cos sin d 6,3 .
9!! 63

x x x I
π ×

⋅ = = =∫  

将结论 1 进行拓展推广，不难得到被积函数 cos sinm nx x⋅ 在 [ ]0,π 和 [ ]0,2π 上的定积分的求解公式。 
推论 1 对于任意的非负整数 m 与 n，则 

( ) ( )0

0,
, cos sin d

;
2 , , .

m n m
J m n x x x

I m n m
π 

= ⋅ = 


∫
为奇数
为偶数

 

推论 2 对于任意的非负整数 m 与 n，则 

( ) ( )0

2 0, ,
, cos sin d

4 .
;

, , ,
m n m n

K m n x x x
I m n m n

π 
= ⋅ = 


∫

不全为偶数
都为偶数

 

证利用三角函数的奇偶性与对称性即可得到推论 1 和推论 2，这里不再详述具体推导过程。 

4. 结论 

本文借助贝塔函数的性质给出了形如 ( ) 2
0

, cos sin dm nI m n x x x
π

= ⋅∫  (其中 ,m n∈ )的一类定积分的递 

推公式和通用的计算公式，并且对此公式进行了拓展，得到被积函数在积分区域 [ ]0,π 和 [ ]0,2π 上的定积

分的求解公式，为这类特殊的定积分的计算提供了高效的解决方法。本文的研究结果只适用于自然数，

对于任意的整数推导这类定积分的计算公式将是一个新的研究方向。 
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