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摘  要 

夹逼准则是求极限中非常重要的一种方法，也是容易出综合题的点。通过夹逼准则的结构分析，对于n
项和结构与有限项和结构的数列极限问题，归纳总结放缩方法，帮助学生理解和掌握夹逼准则及其应

用。 
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Abstract 
The squeeze theorem is a very important method in finding limits and is also a point where it is 
easy to solve comprehensive problems. Through the structural analysis of the squeeze theorem, 
summarize the scaling methods for the problem of the limit of the sequence of n-term summation 
and finite term summation, in order to help students understand and master the understanding 
and application of the squeeze theorem. 
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1. 引言 

高等数学的每一个定义、定理(或结论)都有自己的结构特征和作用对象。结构分析思想方法就是首先

对定义、定理(或结论)的结构进行分析，挖掘其结构特点，确定其作用对象特征，同样对待解题目进行结

构分析，挖掘题目的结构特点，与已知的定义、定理(或结论)的结构特征进行类比，选择结构特征相同或

相似的定义、定理(或结论)，用于题目的求解，确定“用什么”的问题；然后类比待解题目与已知定义、

定理(或结论)在结构形式(条件和结论)上的差异，设计方法将待解题目的条件和结论在形式上与已知定义、

定理(或结论)的结构进行统一，通常是按定义、定理(或结论)的结构进行标准化处理，由此形成解题的具

体方法。可以将结构分析思想方法总结为 24 字方针：分析结构、挖掘特点，类比已知、确立思路，形式

统一、设计方法[1] [2] [3]。 
夹逼准则是一个重要的极限存在准则，也称两边夹定理、夹逼准则、夹挤定理、迫敛定理、三明治

定理。夹逼准则是数列极限的一个重难点，其核心是如何对数列进行合理的放缩。本文通过对夹逼准则

进行结构分析，探究夹逼准则在放大和缩小时应该怎么取两边的数列项。 

2. 夹逼准则及其结构分析 

准则(夹逼准则)若数列{ } { } { }, ,n n nx y z 满足： n n nx y z≤ ≤ ，n N> 且 lim , limn nn n
x a z a

→∞ →∞
= = 则 lim nn

y a
→∞

= 。 
思路分析 已知条件转化为量化关系式 nx a ε− < 、 nz a ε− < 和 n n nx y z≤ ≤ ；要证结论转化为量化形

式是 ny a ε− < 。从结构形式上看，要证结论首先需要将条件和结论中绝对值号去掉，并借助 a ε、 和三

个函数的序 n n nx y z≤ ≤ ，建立条件和结论的关系。 
证明 由于 lim nn

x a
→∞

= ，则对任意的 0ε > ，存在 1N N +∈ ，使得 1n N> 时， 

na x aε ε− < < + ，从而 na xε− < ， 
由于 lim nn

z a
→∞

= ，则对任意的 0ε > ，存在 2N N +∈ ，使得 2n N> 时， 

na z aε ε− < < + ，从而 nz a ε< + ， 
取 { }1 2max ,N N N= ，当 n N> 时，就有 na xε− < 和 nz a ε< + 同时成立，又 n n nx y z≤ ≤ ，因而有

n n na x y z aε ε− < ≤ ≤ < +
，
即对于任意给定的 0ε > ，当 n N> 时，恒有 | |ny a ε− < 成立，因而 lim nn

y a
→∞

= 。 
夹逼准则的结构分析 1) 夹逼准则由两部分组成，定理的条件：三个数列的关系、两头的数列具有相

等的极限；定理的结论：中间数列的极限结论。2) 从定理的结论看，是要确定中间数列 ny 的极限；定性

结论是中间数列 ny 的极限存在，定量结论是中间数列极限值的计算。3) 从定理的条件看，条件具有明显

的不等式结构，通过对中间数列 ny 进行适当的放大和缩小(注意：放大和缩小后的两个数列有共同的极限)，
实现中间数列极限值的计算，因此，中间数列的放大和缩小是求解问题的关键。4) 思想：中间数列 ny 的

放大和缩小的过程实际上就是对中间数列 ny 进行简化的过程，即对一个结构复杂、难以计算极限的数列

进行结构上的简化，使其化简后的数列容易计算极限，因此，此定理体现了化繁为简的应用思想。 

3. 夹逼准则的应用 

根据夹逼准则的结构分析，对于不能直接求和的研究对象，应用夹逼准则的重点是对研究对象进行

放缩，进而达到化繁为简的目的。放缩面临两个问题：一个是放缩的方向，一个是放缩的度，需要恰到

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2023.139261
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


王耀革，李可 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.139261 2566 理论数学 
 

好处，不能放的过大，也不能缩的过小。放缩的方向一般不需要单独考虑，难点在于度的把握。下面针

对两种常见极限类型：n 项不定和结构与有限项和结构的放缩问题进行讨论。 
类型一 n 项和结构的放缩 
如果所求数列的极限结构是 n 项数列直接求和结构，这里 n 既是数列变量，又是极限过程变量，因

此，求和的项数 n 虽然从形式上看是确定，但它本质是不确定的，我们把这类和称为 n 项不定和结构。 
对 n 项不定和结构进行放大或缩小，一般要注意不定和结构中的特殊项，如最大项和最小项，将和

式中各项放缩处理后再进行求和，化 n 项不定和为确定的一项，利用运算法则计算确定项的极限，然后

再利用夹逼准则进行求解。 

例 1：[4]证明
2 2 2

1 1 1lim 1.
1 2n n n n n→∞

 
+ + + =  + + + 



 
结构分析 题目的结构特点：n 项不定和结构的极限，且不能直接求和。求解思路：利用夹逼准则。

具体方法：将 n 项不定和的结构简化，通过是对 n 项不定和进行放缩来实现。分析 n 项因子，把特殊的

因子(最大者和最小者)找出来，在放大与缩小的过程中，充分考虑此类因子的作用进行放缩处理，简化结

构采取“合”的方法。具体地，本例中 n 项不定和的各项分子均为常数，因此，各项的大小看分母，分 

母具有单调性，显然，各项最大项是
2

1
1n +
，最小项是

2

1
n n+

；所有项都放大为
2

1
1n +
，简化结构求

和得
2 1
n

n +
；所有项都缩小为 n 项不定和缩小

2

1
n n+

，简化结构求和得 

2 2 2 2

1 1 1 n
n n n n n n n n

+ + + =
+ + + +

 ，且放大和缩小所得的和的极限相同，因此，利用夹逼准则即

可求解。 
证明 由于 

2 2 2 2 2

1 1 1
1 2 1

n n
n n n n n n n

≤ + + + ≤
+ + + + +

 ， 

且
2

lim 1
n

n
n n→∞

=
+

，
2

lim 1
1n

n
n→∞

=
+

， 

由数列极限的夹逼准则，则结论成立。 

例 2：求极限 2 2 2
1 2lim

1 2n

n
n n n n→∞

 + + + + + + 
 。 

结构分析 题目仍然是 n 项不定和的极限，且不能直接求和。求解思路：对 n 项不定和进行放缩，由

于和式结构中各项的分子可以求和，因此，依据各项分母进行放缩，分母最小是 2 1n + ，最大项是 2n n+ ，

各项依据分母的最大值最小值进行放缩。 
解 由于 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 1
n n n

n n n n n n n n n n n n n
+ + + ≤ + + + ≤ + + +

+ + + + + + + + +
   ， 

且
( )

2 2 2 2 2

1 11 2 1 2 12lim lim = lim
2n n n

n nn n
n n n n n n n n n n→∞ →∞ →∞

++ + + + + + = = + + + + + 



 ， 

( )
2 2 2 2 2

1 11 2 1 2 12lim lim = lim
21 1 1 1 1n n n

n nn n
n n n n n→∞ →∞ →∞

++ + + + + + = = + + + + + 



 ， 
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由数列极限的夹逼准则，得 2 2 2
1 2 1lim .

21 2n

n
n n n n→∞

 + + + = + + + 
  

如果所求数列的极限结构不是 n 项不定和结构，但是经过初等变形，可以转化成 n 项不定和结构，

也考虑使用夹逼准则求解。 

例 3：证明
( )2 11 1 1lim .

1 2 2n

k kkn
n n n n k→∞

+ − − − − = + + + 
  

结构分析 所证结论是连续减的形式，通过恒等变形把它转化成加的形式。观察表达式 
1 1 1

1 2
k
n n n n k

 − − − − + + + 
 中有 k 个

1
n
相加，所以可以分别和后面 k 个相减项相结合得到 

1 1 1 1 1 1
1 2n n n n n n k

      − + − + + −      + + +      
 ，整理成

( )1

k

i

i
n n i= +∑ 形式，同上面例 2 类似，各项依据分母

的最大值最小值进行放缩。 
解由于 

( )

2 2

2

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2

,
k

i

kn n
n n n n k n n n n n n k

in
n n i=

        − − − − = − + − + + −        + + + + + +        

=
+∑

 

 

又由于 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1
,

1

k k k

i i i

i i in n n
n n k n n i n n= = =

≤ ≤
+ + +∑ ∑ ∑  

因为 

( )

( )

( )
( )

( )
( )2 2

1

1
1 12lim lim lim ,
2 2

k

n n ni

k k
k k k ki nn n

n n k n n k n k→∞ →∞ →∞=

+
+ +

= ⋅ = ⋅ =
+ + +∑  

( )

( )

( )
( )

( )
( )2 2

1

1
1 12lim lim lim

1 1 2 1 2

k

n n ni

k k
k k k ki nn n

n n n n n→∞ →∞ →∞=

+
+ +

= ⋅ = ⋅ =
+ + +∑ ， 

所以由夹逼准则知，
( )2 11 1 1lim .

1 2 2n

k kkn
n n n n k→∞

+ − − − − = + + + 
  

例 4：求极限 2 2 2
1 2lim 1 1 1 .

n

n
n n n→∞

    + + +    
    

  

简析 所证结论是连续乘的形式，通过取对数可以把它转化成 n 项不定和结构，即可利用夹逼准则求

解。 

解 设 2 2 2 2
1

1 2ln 1 1 1 ln 1
n

n
i

n ia
n n n n=

      = + + + = +      
      

∑ ， 

在 [ ] ( )1,1  0x x+ > 上对 ( ) lnf t t= 用拉格朗日中值定理，则存在 ( )1,1 xξ ∈ + ，使得 

( ) ( )ln 1 ln1 1 1 1
x

x
x

ξ
ξ

+ −
= < < + ， 

即
( )ln 11 1,

1
x

x x
+

< <
+

于是 ( )ln 1
1

x x x
x
< + <

+
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故，
( )

2 2 2
1 1

1 1
2ln 1

n n

n
i i

n ni ia
n n n= =

+ = + < = 
 

∑ ∑ ， 

( )2

2 2 2 2
1 1 1 1

2

1 1
2ln 1

1

n n n n

n
i i i i

i n ni i ina in n i n n n n
n

= = = =

+ = + > = ≥ =  + + +  +
∑ ∑ ∑ ∑  

由于
( )

2

1 1 12lim
2n

n n

n→∞

+
= ，

( )
2

1 1 12lim
2n

n n

n n→∞

+
=

+
， 

由夹逼准则知，
1lim
2nn

a
→∞

= 。 

故
1
2

2 2 2
1 2lim 1 1 1

n

n e
n n n→∞

    + + + =    
    

 。 

由于定积分定义的结构也有明显的 n 项不定和结构，因此，n 项不定和结构在放缩过程中有时也要

考虑能否放缩为定积分定义求和的形式，建立 n 项不定和的极限与定积分定义之间的联系。 

例 5：[5] (全国大学数学竞赛第七届预赛试题)求极限
1

sin
lim 1

n

n i

i
n

n
i

π

→∞ = +
∑ 。 

结构分析 所求极限仍是 n 项不定和结构，且分子和分母同时都在变化，不能直接求和运算，需要利

用估计方法进行合并，为简化运算可以尝试把分母变成不变的，即将分母中含有 i 的项略去，同时配合 

放缩法进行求解。由于原数列分母随着 i 趋向于 n，分母都会小于 1n + ，它的倒数
1

1n +
小于除了第一项

的其它项，所以
1 1

sin sin

11

n n

i i

i i
n n

n n
i

π π

= =

≤
+ +

∑ ∑ 。同理，原数列分母随着 i 趋向于 n，分母都会大于 n，它的倒数
1
n
大

于其它项，所以
1 1

sin sin

1
n n

i i

i i
n n

nn
i

π π

= =

≤
+

∑ ∑ 。由于是无穷多项进行相加，运算过程可以利用定积分定义进行计算。 

解 由于
1 1 1

sin1 1sin sin11

n n n

k k k

k
k kn
n n n nn

k

π
π π

= = =

⋅ ≤ ≤ ⋅
+ +

∑ ∑ ∑  

又
1 1

1 1sin sin
1 1

n n

k k

k n k
n n n n n
π π

= =

⋅ = ⋅
+ +∑ ∑ ， 

由定积分定义知
1

1 0

1 2lim sin sin d
n

n k

k x x
n n
π π

π→∞ =

⋅ = =∑ ∫ ， 

又 lim 1
1n

n
n→∞

=
+

， 

利用夹逼准则可知

2sin sin sin 2lim .1 11
2

n

n
n n n

n n n
n

π π π

π→∞

 
 

+ + + = + + +
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类型二 有限项和结构的放缩 
如果所求数列的极限是有限项和的结构，如果有限项和不能直接求和，需要将有限项和的结构简化，

即进行适当的放缩，放缩过程常见的错误就是放缩过头，一定要注意不能放的过大，也不能缩的过小，

要求放大和缩小后的两个数列的极限相同。 
对于有限项和的缩小方法采用“抓大放小”的方法，将有限项和中各项比较大小，只取最大项，舍

弃其他项，缩小处理后直接求极限。有限项和的放大方法是将所有项都放大成最大项，简化之后求和，

求极限，利用夹逼准则进行求解。所以，有限项和结构的放缩的核心是找各项中的最大项。 

例 6：求极限 lim 1 2 3n nn

n→∞
+ + 。 

结构分析 题目是有限项和的极限问题。不能直接求和运算，需要将有限项和的结构通过放缩简化，

缩小利用“抓大放小”的方法，本题是三项和的结构，三项中最大项 3n 起关键的作用，缩小时只取最大

项 3n ，舍弃其他项。放大时所有项均放大为 3n ，利用夹逼准则即得。 

解 由于 3 3 1 2 3 3 3 3 3 3n n n n n nn n n n= ≤ + + ≤ + + = ， 

且 lim3 3 3n
n→∞

= ， lim 3 lim3 3nn

n n→∞ →∞
= = ， 

由数列极限的夹逼准则知， lim 1 2 3 3n nn

n→∞
+ + = 。 

例 7：[6]计算 ( )
2

lim 1 0
2

n
nn

n

xx x
→∞

 
+ + ≥ 

 
。 

结构分析 待求极限结构仍是有限项和的结构，本题待求极限的表达式需要对
2

1
2

n
n xx

 
+ +  

 
在 0x ≥

时进行放缩，与例 4 的思想类似，放缩的关键是从
2

1
2

n
n xx
 
 
 

、 、 ( )0x ≥ 中寻找最大项。 

解 根据
2

1
2
xy y x y= = =、 、 的图形，利用几何法，易知 

[ )
[ )

[ )

2

2

1,  0,1
max 1, , , 1,2 .

2
,  2,

2

x
xx x x

x x


 ∈
  = ∈  

  
 ∈ +∞


 

于是， 
① 当 [ )0,1x∈ 时，1n最大，故 

2

1 1 1 3 1
2

n
n n nn nn

xx
 

⋅ ≤ + + ≤ ⋅ 
 

，即
2

1 1 3
2

n
n nn

xx
 

≤ + + ≤ 
 

， 

由于 lim 3 1n
n→∞

= ，由夹逼准则，得
2

lim 1 1
2

n
nn

n

xx
→∞

 
+ + = 

 
。 

② 当 [ )1,2x∈ 时， nx 最大，故 

2

1 1 3
2

n
n n nn nn

xx x x
 

⋅ ≤ + + ≤ ⋅ 
 

，即
2

1 3
2

n
n nn

xx x x
 

≤ + + ≤ ⋅ 
 

， 
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由于 lim
n

x x
→∞

= ， lim 3n
n

x x
→∞

⋅ = ，由夹逼准则，得
2

lim 1
2

n
nn

n

xx x
→∞

 
+ + = 

 
。 

③ 当 [ )2,x∈ +∞ 时，
2

2

n
x 

 
 

最大，故 

2 2 2

1 1 3
2 2 2

n n n
nn n n

x x xx
     
⋅ ≤ + + ≤ ⋅     
     

， 

即
2 2 2

1 3
2 2 2

n
n nn

x x xx
 

≤ + + ≤ ⋅ 
 

， 

由夹逼准则，得
2 2

lim 1
2 2

n
nn

n

x xx
→∞

 
+ + = 

 
。 

综上，

[ )
[ )

[ )

2

2

1, 0,1
lim 1 , 1,2 .

2
, 2,

2

n
nn

n

x
xx x x

x x

→∞


 ∈
  + + = ∈ 

  
 ∈ +∞


 

抽象总结 例 7 是例 6 由特殊到一般的变形，从特殊到一般的数学方法就是转化思想中的一部分。 

例 8：计算

1 1

1 1
lim

k kn nn n
i in i i

a a−

→∞ = =

 
    +         
∑ ∑ 其中 ( )0 1,2, ,ia i k> =  。 

简析 本例也是例 6 的推广题型，只是将研究对象由三个转化为更多个而已，仍属于有限项和的极限

问题，处理思想仍是“合”的简化思想，通过放缩来实现，放缩的关键是从待求极限的数列表达式中找

出最大项。 
解 记 { } { }1 2 1 2min , , , ,  max , , ,k ka a a a A a a a= =  ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1

1 1

k kn nn n n n n nn n n n
i i

i i
A a a a kA ka− − −

= =

   
+ ≤ + ≤ +   

   
∑ ∑  

由于 

( ) ( )
1 1

1lim n nn n
n

A a A a− −

→∞

 
+ = + 

 
， ( ) ( )

1 1
1lim n nn n

n
kA ka A a− −

→∞

 
+ = + 

 
 

由夹逼准则，可得

1 1

1

1 1
lim

k kn nn n
i in i i

a a A a− −

→∞ = =

 
    + = +         
∑ ∑ 。 

4. 结语 

通过对夹逼准则的结构分析，探究了 n 项不定和结构、可以转化成 n 项不定和结构与有限项和结构

的数列极限的放缩方法，化繁为简，借助放缩之后简单数列的极限，用他山之石，可以攻玉之法，求解

一些复杂的数列和的极限问题，帮助学生理解和掌握夹逼准则的应用。 
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