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摘  要 

本文研究了带双临界项的薛定谔–泊松方程非平凡解的非存在性。利用变分法和积分理论，证明了当参

数λ充分大时，该方程不存在非平凡解。 
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Abstract 
In this paper, we study the nonexistence of nontrivial solutions for the Schrödinger-Poisson equa-
tion with double critical terms. By using the variational method and integral theory, it is obtained 
that this equation has no nontrivial solutions with the parameters λ sufficiently large. 
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1. 引言 

薛定谔–泊松方程是近十几年来研究的热点之一。对于如下薛定谔–泊松方程解的存在性的研究，

已经有了比较丰富的成果。 
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其中 0λ > 。文献[1]中，作者讨论了当 ( ) ( )1, , ,1 5pV x f x u u p= = < < 的情形，得到：当 λ充分小时存在非

平凡解；当 λ 充分大时，能量泛函下确界为零则不存在非平凡解，能量泛函下确界为负无穷大则存在非

平凡解。文献[2]中，作者证明了(1.1)中 ( ),f x u 为渐进线性且位势 ( )V x 满足一定条件的情形，当 λ充分小

时存在非平凡解，当 λ充分大时不存在非平凡解。文献[3]中，作者研究了 ( ) 11, , , 2 5pf x u u u pλ −
= = < <

的情形，非平凡解的存在性和非存在性。特别地由 Pohozaev 恒等式和积分法证明了当 ( ) 51, ,f x u uλ = = ，

( )V x 满足一定条件时，该方程只有平凡解，此时对于(1.1)中的薛定谔方程非线性项 ( ),f x u 是临界指数增

长的。文献[4]中，作者讨论了 1λ = ， ( )V x 为关于 x 的周期函数， ( ),f x u 为次临界和临界指数增长时基

态解的存在性。文献[5]中，作者利用集中紧致原理和山路引理证明了如下非线性临界增长和非局部临界

增长的薛定谔–泊松方程非平凡解的存在性。 
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对于非平凡解的非存在性，[1] [2] [3]分别证明了(1.1)中薛定谔方程的非线性项 ( ),f x u 为超线性、渐

近线性和临界情形且满足一定条件时，不存在非平凡解。 
受以上文献的启发，本文主要讨论如下带非线性临界增长和非局部临界增长的薛定谔–泊松方程 
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非平凡解的非存在性，其中 0λ > 。证明得到当 λ充分大时，方程(1.2)不存在非平凡解。 

2. 符号说明及主要引理和定理 

( )1 3H R 为 Sobolev 空间，其定义为： 

( ) ( ) ( ){ }1 3 2 3 2 3:H R u L R u L R= ∈ ∇ ∈  

它的范数和内积可以表示为： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2023.139260
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


万优艳，万定康 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.139260 2562 理论数学 
 

( ) ( )( )1 3 3

1
2 22: d

H R R
u u u x= ∇ +∫  

( ) ( )3, d
R

u v u v uv x= ∇ ⋅∇ +∫  

方程(1.2)的能量泛函为 ( ) ( )1 3:I u H R Rλ   

( ) ( )3 3 3

2 5 621 1d d d
2 10 6R R R

I u u u x u x u xλ
λ φ= ∇ + + −∫ ∫ ∫  

参照[6]中的 2.1，我们得到如下引理 2.1。 
引理 2.1 能量泛函 Iλ 在 ( )1 3H R 是连续可微的，它的临界点是(1.2)的弱解，且该弱解也是(1.2)的一

个经典解。 
本文主要结论如下： 

定理 2.2 当 1
4

λ ≥ 时，方程(1.2)不存在非平凡解。 

3. 定理 2.2 的证明 

由
5uφ−∆ = 可得 

( )3 3 3
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u x x xφ φ φ φ= −∆ = ∇∫ ∫ ∫                          (3.1) 

还可得 
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由于 u u∇ = ∇ 几乎处处成立，由均值不等式得到： 
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于是 
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把(1.2)的第一个方程乘以 u 然后积分，有 
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R
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把(3.1)和(3.2)代入(3.3)可得 
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∫  

当
1
4

λ ≥ 时： 

3
20 d

R
u x≥ ∫  

因为 2 0u ≥ 且仅在 0u ≡ 时等号成立。故此方程的解只有零解。即方程(1.2)只有平凡解，不存在非平

凡解。 
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