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摘  要 

研究对称图的正则覆盖是代数图论的重要课题。为了更深入了解对称图的性质与分类，利用群论的基本

知识，本文分类了K5,5 − 5K2的正则覆盖，其中覆盖变换群同构于S4，且保纤维自同构群的作用是2-弧传

递的。最后，证明了满足条件的覆盖图是不存在的。 
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Abstract 
Studying the regular covering of symmetric graphs is an important topic in algebraic graph theory. 
In order to have a deeper understanding of the properties and classification of symmetric graphs, 
using the basic knowledge of group theory, in this paper, a classification is achieved for all the 
regular covers of K5,5 − 5K2 whose covering transformation group is isomorphic to S4 and whose 
fiber-preserving automorphism group acts 2-arc-transitively. It is proved that the covering graph 
that satisfies the conditions does not exist. 
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1. 引言 

1.1. 研究背景 

群论的历史来源主要有三个方向：数论、几何学和代数方程。由于在数论和几何中，人们虽然运用

到了群论的观点，但并未明显地提出“群”这个概念，所以从群的发展历史来看，以拉格朗日，柯西，

伽罗瓦等人从代数方程角度出发所衍生出来的群论更为人所熟知，它是人们对代数方程求解问题逻辑考

察的结果。拉格朗日在研究高次方程的求根问题时第一次正确的指出方程的根的排列与置换关系，1830
年伽罗瓦首次提出“群”的概念，并将群论与域论联合起来发展为“伽罗瓦理论”。英国数学家凯莱提

出具有一般性的群的概念，作为群抽象化的先驱人物，他摆脱了柯西，伽罗瓦以置换为中心内容的群的

概念，向更具高度及一般化的表达推广。1870 年，数学家克隆尼科类比凯莱给出的抽象群的概念，提出

了相当于现在的有限阿贝尔群的定义。群论的起源不同，导致产生了不同的群论记法。19 世纪末，数学

家们对不同种类的群已经有了一定的研究积累，基本认清了群的本质，约 1880 年开始，群的理论开始得

到了统一，具有了公理化的定义，群论开辟了全新的研究领域，以结构研究代替计算，把从偏重计算研

究的思维方式转变为用结构观念研究的思维方式，并把数学运算归类，迅速发展成为一门全新的数学分

支，对近世代数的形成与发展产生了巨大的影响，同时这种理论对于物理学，化学的发展，甚至对于二

十世纪结构主义哲学的产生和发展都发生了巨大的影响。 
图是由若干给定的顶点及连接两顶点的边所构成的图形，通常用来描述事物之间的某种特定关系。

顶点用于代表事物，连接两顶点的边则用于表示两个事物间具有这种关系。图能把纷杂的信息变的有序、

直观、清晰。由于我们感兴趣的是两个对象之间是否有某种特定关系，所以图形中两点间连接与否尤为

重要，而图形的位置、大小、形状及连接线的曲直长短则无关紧要。图论起源于著名的“柯尼斯堡七桥

问题”，该问题于 1736 年被欧拉解决。图论作为组合数学的一个分支，和其他数学分支如群论、矩阵论、

拓扑学有着密切关系，随着科学的发展，以及生产管理、军事、交通运输等方面提出了大量实际的需要，

图论的理论及其应用研究得到飞速发展。 
对称性原始意义是指组成一种事物或对象的两个部分的对等性，对称美是数学美的一种特征。随着

数学的发展，对称的概念得到了不断地发展，由一个含糊的概念发展为精确的几何概念，至今更为一般

的概念是指，元素的构形在自相变换下的不变性。在数学发展史中，可以感受到对于对称性的追求在数

学研究中发挥了很大的作用，如代数的多项式方程的虚根的成对出现，线性方程的矩阵和克莱姆法则齐

次轮换对称式等。 
图是图论的主要研究对象，研究图的对称性一直是图论中的热点问题，研究对称图不仅仅是注重其

客观外在的美感，得到许多有意义的图例，更着重追求其蕴含的对称思想和研究问题的方法，对其他和

对称性关系密切的学科也有着推动作用。近年来，随着大规模计算机系统和互连网络的飞速发展，图的

对称性研究显得尤为重要。一个大型计算机处理系统是由多个处理器组成的，处理器之间的连接模式称

为该系统的互连网络，或者简称网络。众所周知，网络可由一个无环的无向图 F 来模拟，其中顶点集合

( )V F 表示处理器，边集合 ( )E F 表示处理器之间的连线关系。这样的图称为是网络的拓扑结构。在网络

设计中，人们总是希望网络中的所有组件都以相同的方式启动和连接，使得在各结点的容量和连线的负

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1310306
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


李群苗 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.1310306 2980 理论数学 
 

载至少保持某些平衡，这就要求对应的图具有一定的对称性，这也是网络设计的基本原则之一。网络的

设计不仅要求其对应图具有一定的对称性，而且还要求其具有一定的容错性，即容许网络中有若干数目

的结点和连线发生故障。迄今为止，绝大多数大型计算机系统的网络拓扑都是借助于具有高度对称性的

图来表示的，而且借助高度对称性的图设计的网络往往具有很好的容错性。例如，著名的超立方体网络

和平衡超立方体网络的拓扑结构都具有较强的对称性和较好的容错性性质。 
Higman-Sims 单群是作为图的自同构而被发现的，它对于完成有限单群的分类做出了巨大的贡献，

同时解答了抽象群和置换群的一些重大问题。随着有限单群分类的完成，群论成为研究图的性质的一种

很好的工具。用群论现有的思路和方法来研究组合数学会使其充满新的活力，这也成为如今群论界研究

的一个新趋势。R. Frucht (1938)证明了任意给定一个群都存在一个图以它为自同构群，见文献[1]。这项

重要的工作拉开了群论与图论结合起来进行数学研究的帷幕。图的对称性主要是通过图的全自同构群在

图的各个对象上的作用来描述，是关于对称图的研究的重要方面。而弧–传递图是一种具有高度对称性

的图例，1960 年以后，关于 s-弧传递图和 s-距离传递图，成果极为丰富。R. Weiss (1981)得到的当 8s ≥ 的

时候，不存在 s-弧传递的图，见文献[2]。更进一步地，对于每一个 { }1,2,3,4,5,7s∈ 都存在 s-弧传递图。

很明显的一件事情是，如果一个群在某个图上的作用是 s-弧传递的，其中 2s ≥ ，则任意一个点在此群中

的点稳定子群在这个点的邻域上面的作用是 2-弧传递的。因为这个条件对于 2-弧传递群来说是充分的，

所以从群论的观点来看，分类所有的有 2-弧传递图是一个非常吸引人的问题。 
著名的数学家 Praeger 把所有的 2-弧传递图分为以下三类： 
1) 拟本原型： ( )Aut X 的每一个非平凡的正规子群在点集上的作用是传递的； 
2) 二部图型： ( )Aut X 的每一个非平凡的正规子群在点集上最多有两个轨道且至少有一个正规子群

在点集上的作用有两个轨道；  
3) 覆盖型： ( )Aut X 存在一个正规子群在点集上至少有三个轨道，则 X 是子类 1)或者 2)中某个图的

正则覆盖。 
在子类 1)中， ( )Aut X 在 ( )V X 上的作用是拟本原的。在子类 2)中，X 必是一个二部图且在文献[3]

中给出了关于这种情形的推导定理。近年来，子类 3) (也即图的正则覆盖的问题)这种情形也就成为了图

论领域国内外同行非常关注的问题。在文献[4]中，决定了完全图 nK 所有的 2-弧传递的正则覆盖，其中

覆盖变换群要么是 dZ 要么是 2
pZ  (p 是素数)。而文献[5]则研究了与文献[4]一样的问题，在这里覆盖变换

群被推广为 3
pZ  (p 是素数)。进一步，在文献[6]中，覆盖变换群被推广为亚循环群。尽管循环群和秩为 2

的初等交换 p-群都是亚循环群，但大多数亚循环群都是非交换的。在文献[7]，[8]和[9]中则完全分类了

, 2n nK nK− 所有的 2-弧传递的正则覆盖，其中覆盖变换群分别为循环群， 2
pZ 和 3

pZ 。在文献[10]和[11]中，

研究了 ,n nK 的覆盖变换群为循环群和 2
pZ 的 2-弧传递的正则覆盖，得到了其完整分类。注意到，在上述研

究中覆盖变换群大多是交换群，目前关于覆盖变换群是非交换群的研究成果相对较少。 

1.2. 主要结果 

本文旨在研究 5,5 25K K− 的正则覆盖的分类，其中覆盖变换群是 4S ，且保纤维自同构子群的作用是

2-弧传递的。下面就是本文的主要结果，并将在本文的第三部分给予证明。 
定理 1 设 X 是 5,5 25Y K K= − 的连通正则覆盖，其中覆盖变换群 K 同构于 4S ，且保纤维自同构子群的

作用是 2-弧传递的，那么满足条件的覆盖图 X 是不存在的。 

2. 基本概念 

本文所涉及的图都是简单的，无向的以及连通的。对于群和图的相关术语，我们建议读者参考文献
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[12] [13] [14]。对于一个图 X，它的每条边都可以对应于一对方向相反的弧。我们用 ( )V X 、 ( )E X 、 ( )A X 、

( )Aut X 来表示图 X 的点集、边集、弧集以及全自同构群。用 , 2n nK nK− 表示完全图减去一个完美匹配，

其点集 ( ) { } { }, 2 1,2, , 1 ,2 , ,n nV K nK n n′ ′ ′− =    ，边集 ( ) { }, 2 ,1 ,n nE K nK ij i j i j n′ ′− = ≠ ≤ ≤ 。对于任意的

( )v V X∈ ，我们用 ( )N v 来表示点 v 在 X 中的邻域。图 X 的一个 s-弧，其中 1s ≥ ，指的是图 X 的 1s + 个

点构成的序列 ( )0 1, , , sv v v ，使得对于所有的1 i s≤ ≤ ，( )1,i iv v− 是一条弧，且对于所有1 i s≤ ≤ ， 1 1i iv v− +≠ 。

图 X 称为是 s-弧传递的，如果 ( )Aut X 在 X 的所有 s-弧组成的集合上是传递的；称 ( )Aut X 的子群 G 在 X
上是 s-弧传递的，如果 G 在 X 的所有 s-弧组成的集合上是传递的。图 X 的一个 2-弧，指的是图 X 的 3
个点构成的序列 ( )0 1 3, ,v v v ，使得对于 ( )0 1,v v 、 ( )1 2,v v 都是一条弧，且 0 2v v≠ 。图 X 称为是 2-弧传递的，

如果 ( )Aut X 在 X 的所有 2-弧组成的集合上是传递的；称 ( )Aut X 的子群 G 在 X 上是 2-弧传递的，如果

G 在 X 的所有 2-弧组成的集合上是传递的。特别地，1-弧传递图又称作弧传递图或者对称图。 
设 X 是一个图，将 ( )V X 分成大小相等的 m 个独立集 。商图 :Y X= 的点集是 ，且图 Y 的两

个点集 1P 和 2P 是相邻的，指的是在 X 中 1P 和 2P 之间至少有一条边。我们说 X 是 Y 的 m-重覆盖，如果

( )1 2PP E Y∈ 时，X 的 1P 和 2P 之间的边集是匹配的。在这种情况下，Y 称为 X 的基图，集合 iP 称为 X 的纤

维。将纤维映射到纤维的 X 的自同构，称为是 X 的一个保纤维的自同构。X 的固定每个纤维集合不变的

所有自同构构成的群 K 称为 X 的覆盖变换群。容易得出，如果 X 是连通的，那么 K 在 X 的纤维上的作用

必然是半正则的；也就是说，对于任意的 ( )v V X∈ ，都有 1vK = 。特别地，如果 K 作用在每个纤维上都

是正则的，我们就说 X 是 Y 的一个正则覆盖。 
下面我们介绍一些符号：设 G 是一个群，H 是 G 的一个子群，我们分别用G′、 ( )GC H 、 ( )GN H 表

示 G 的导群、H 在 G 中的中心化子以及 H 在 G 中的正规化子。设 M 和 N 是两个群，我们用 [ ],M N 表示

M 和 N 的换位子群，再分别用 M N× 和 M N 来表示 M 和 N 的直积和半直积。 
下面是群论中的一个基本的结论。 
引理 2.1 [15] (Satz4.5)设 H 是 G 的一个子群，则 ( )GC H 是 ( )GN H 的一个正规子群，且商群

( ) ( )G GN H C H 同构于 ( )Aut H 的一个子群。 
设G是一个有限群，H是G的一个真子群，设D是G H− 中H的某些双陪集的并集，且满足 1D D−= ，

则可定义陪集图 ( ); ,X X G H D= ，其点集为 ( ) { }X X Hg g G= ∈ ，而边集 ( ) { }1
1 2 2 1,E X Hg Hg g g G−= ∈ 。

根据定义，图 X 的顶点数就是 H 在 G 中右陪集的个数，它的度数是 H 在 D 中右陪集的个数。显然，G
在 ( )V X 上的右乘作用是传递的，并且这个作用的核就是 H 在 G 中所有共轭的交。如果这个核是平凡的，

那么我们称子群 H 是无核的。特别地，如果 1H = ，我们得到一个 Cayley 图。反之，每一个点传递图都

同构于一个陪集图，见文献[16]。 
设G是一个有限群，L和R都是G的子群，且D是R和L在G中若干双陪集图的并，也即 i iD Rd L=  。

我们用 [ ]:G L 和 [ ]:G R 来分别表示 G 关于 L 和 R 的陪集。定义一个二部图 ( ), , ;X G L R D= ，它的点集为

( ) [ ] [ ]: :V X G L G R=  ，边集为 ( ) { }, ,E X Lg Rdg g G d D= ∈ ∈ 。这个图就称为 G 的关于 L，R 和 D 的双

陪集图，见文献[17]。 
引理 2.2 [17] (引理 2.3，2.4) 
(i) 双陪集图 ( ), , ;X B G L R D= 是连通的当且仅当 1G D D−= 。 
(ii) 设 Y 是一个二部图，它的点集为 ( ) ( ) ( )V Y U Y W Y=  。设 G 是 ( )Aut Y 的子群，它在两个部集 U

和 W 上的作用是传递的。设 ( )u U Y∈ 和 ( )w W Y∈ ，且设 ( ){ }1
gD g G w Y u= ∈ ∈ ，则有 D 是 wG 和 uG 在 G

中的若干双陪集的并，且有 ( ), , ;u wY B G G G D≅ ，特别地，若 ( )uw E Y∈ 且 uG 在 u 的邻域上的作用是传递

的，则 ,u wD G G= 。 
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3. K5,5 − 5K2 的正则覆盖 

在这一节我们证明定理 1，即基图 5,5 25Y K K= − 。设 :p X Y→ 是从 X 到 Y 的覆盖投影，其中覆盖变

换群 K 同构于 4S ，且保纤维自同构群的作用是 2-弧传递的。下面我们证明定理 1。 
定理 1 设 X 是 5,5 25Y K K= − 的连通正则覆盖，其中覆盖变换群 K 同构于 4S ，且保纤维自同构群的

作用是 2-弧传递的，那么满足条件的覆盖图 X 是不存在的。 
证明 对于基图 5,5 25Y K K= − ，显然 ( ) 5 2Aut Y S Z≅ × 。设 ( )5A G Aut Y≅ ≤ 且G为G的提升，即G K G= 。

根据引理 2.1，可得 



( ) ( ) 4GG C K Aut K S≤ ≅ . 

故有， 

( ) 1GC K ≠


.                                       (1) 

由于覆盖变换群 K 同构于 4S ，故有 ( ) 1Z K = 。进一步，可得 

( ) 1GC K K =


 .                                     (2) 

结合(1)式和(2)式，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) 51 G G G GC K C K C K K C K K K G K A≠ ≅ ≅ ≅
   



  . 

因为 5A 是单群，所以 ( ) 5GC K A≅


。因此， 

( ) 5 4GG C K K A S= × ≅ ×


 . 

设 ( ) { } { }1,2,3,4,5 1 ,2 ,3 ,4 ,5V Y ′ ′ ′ ′ ′=  ， ( ) { },1 , 5E Y ij i j i j′ ′= ≠ ≤ ≤ 。现在我们有 ( ) 5GC K A≅


，可把

( )GC K


等同于 5A 。在 ( )GC K


中，设 

( )( )23 45x = , ( )( )25 34y = , ( )234z = , ( )( )15 23b = , 

则有 ( ), :FG x y z K= × ，其中 ( )1 1F p−= 是点 1 的纤维。取 u F∈ ，则可设 1 2 3: ,uL G xk yk zk= =


  ，其

中 1 2 3, , ,k k k K∈ 。由于 4L A≅ 且 ( ) , 1GC K K  = 

，可得 1 2 3 4,k k k A≤ 。显然， F FG G ′=  ，其中 ( )1 1F p−′ ′=

是点1′的纤维。故，可以假设， 1 2 3: ,wR G xk yk zk′ ′ ′= =


  ，其中 1 2 3, , ,k k k K′ ′ ′ ′∈ ，且 w F ′∈ 。 
根据引理 2.2，我们知道覆盖图 X 一定同构于某一个双陪集图 ( ), , ;X B G L R D′ =  ，其中 D RbkL= 且

k K∈ ，并且双陪集图 D 的两个部集分别为： 

{ } { }, 0,1;i jU Lk k K Lbx y k i j k K′ = ∈ = ∈

  

{ } { }, 0,1;i jW Rk k K Rbx y k i j k K′ = ∈ = ∈

 . 

而且， X ′要满足下列两个条件： 
1) ( ) 4d X ′ = ： 
因为 L 包含点 Rbk 的次轨道长为 4，故我们有 3zk 必固定点 Rbk，即 3Rbkzk Rbk= ，则有 

( ) 11 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3

bbkzk k b kz k k z kk k zk k kk k R−− − − − − −′ ′= = = ∈ . 

因此， 1
3 3 1k kk k −′ = ，即 

( ) 1
3 3

kk k −′ = .                                      (3) 

2) 连通性： 
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由(3)式，我们有 

( ) ( ) ( )

( )

1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1
1 2 3 1 2 3

1 2 3 5 4

, , , , , , , ,

, , , , ,

, , .

bkbk bkbk

b k b k

G

D D xk yk zk R xk yk zk xk yk zk

xk yk zk x k y k z k

C K k k k A A G

−

− −

′ ′ ′= =

′ ′ ′=

≤ × ≤ × <




 

根据引理 2.2(i)可知，双陪集图 X ′不连通，所以连通的覆盖图 X 是不存在的。□ 

4. 结语 

在众多学者的努力下，建立了一套刻画对称图的正则覆盖的电压理论，用来确定小阶数对称图的循

环和初等交换正则覆盖，利用这个理论众多小阶数对称图的边传递或弧传递和初等交换正则覆盖被完全

分类，两类对称图类完全二部图和完全二部图减去一个完美匹配的具有高对称性(2-弧传递)的循环和部分

初等交换正则覆盖被确定。本文分类了 5,5 25K K− 的正则覆盖，其中覆盖变换群是 4S ，且保纤维自同构子

群的作用是 2-弧传递的，最后证明满足条件的连通覆盖图是不存在的。根据本文的证明思路，为覆盖变

换群是其他对称群时的正则覆盖提供了理论参考。 5,5 25K K− 是较为典型的高对称性图， 4S 属于“小阶数”

非交换群，对于 , 2n nK nK− ，当 n 取更大的数值时，覆盖变换群是非交换群的分类还有待完成。且迄今得

到的正则覆盖结果基本都具有以下特征： 
1) 主要是刻画“小阶数”对称图的“交换”(主要是循环和初等交换)正则覆盖。 
2) 图的无穷类的正则覆盖结果还很少，且基本上都是在具有高对称性(2-弧传递)的假设下完成的。 
因此，刻画小阶数对称图的“非交换”正则覆盖和图的无穷类的具有较弱对称性的正则覆盖就成为

了很有意义的研究课题，也是未来将要努力的方向。 
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