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摘  要 

设自然数 3n ≥ ， nI 和 nS 是有限集 { }1,2, ,nX n= 
上的对称逆半群和置换群。对任意的正整数k满足

1 k n≤ ≤ ，令 { }{ },= : 1, ,k nS S x k n x xα α∈ ∀ ∈ + = 。易见， kS 是 nS 的子群，则称 kS 是 nX 上的k-局

部置换群，再令 ( )\k
n k n nI S I S=  。易证， k

nI 是对称逆半群 nI 的子半群。通过分析半群 k
nI 的格林关系

和平方幂等元，获得了半群 k
nI 的极小生成集和平方幂等元极小生成集。进一步，确定了半群 k

nI 的秩和平

方幂等元秩。 
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Abstract 
Let nI  and nS  be symmetric inverse semigroup and permutation group on the finite set 

{ }1,2, ,nX n=   if nature number 3n ≥ , respectively. For any positive integer k that satisfies

1 k n≤ ≤ , let { }{ },= : 1, ,k nS S x k n x xα α∈ ∀ ∈ + = . It is easy to prove that kS  is a subgroup of 
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nS , then kS  is called the k-local permutation group on nX , and then let ( )\k
n k n nI S I S=  , it is 

easy to prove that k
nI  is a subsemigroup of symmetric inverse semigroup nI . By analyzing the 

Green’s relations and the quasi idempotent of the semigroup k
nI , the minimal generating set and 

the minimal generating set of quasi idempotent be obtained, respectively. Further, the rank and 
quasi idempotent rank are definite, respectively. 
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1. 引言 

设 S 是半群，A 是 S 的非空子集且 ,a e S∈ 。若对任意 s S∈ 存在 1 2, , , ma a a A∈ 使得 1 2 ms a a a=  称

A 为半群 S 的生成集，记为 S A= 。对半群 S 的任意的生成集 B，如果 A B≤ 称 A 为半群 S 的极小生成

集，进而称 A 为半群 S 的秩，记为 { }rank min : ,S A A S A S= ⊆ = 。若 2e e= ，则称 e 为半群 S 的幂等

元，S 中所有的幂等元之集记为 ( )E S 。类似的，A 中所有的幂等元之集记为 ( )E A 。若 2a a≠ 且 ( )22 2a a=

则称 a 是半群 S 的平方幂等元，S 中所有平方幂等元之集记为 ( )2E S 。类似的，A 中所有平方幂等元之集

记为 ( )2E A 。若 ( )2A E S⊆ 且对任意 s S∈ 存在 1 2, , , tb b b A∈ 使得 1 2 ts b b b=  ，则称 A 为半群 S 的平方

幂等元生成集。对半群 S 的任意的平方幂等元生成集 B，如果 A B≤ ，称 A 为半群 S 的平方幂等元极小

生成集。进而称 A 为半群 S 的平方幂等元秩，记为 ( ){ }2 2rank min : ,S A A E S A S= ⊆ = 。对于有限半群

的秩，平方幂等元秩的研究一直以来都是半群代数理论的研究热点之一[1]-[12]。 
设 }{1,2, ,nX n=  ，并赋予自然序。 nI ， nS 是 nX 上的对称逆半群和置换群。对任意的正整数 k 满足

1 k n≤ ≤ ，令 { }{ }: 1, , ,k nS S x k n x xα α= ∈ ∀ ∈ + = 。易见， kS 是 nS 的子群，则称 kS 是 nX 上的 k-局部置

换群，再令 ( )\k
n k n nI S I S=  。易证， k

nI 是对称逆半群 nI 的子半群。 
1982 年，喻方元[1]证明了交错群及对称群的生成元组；2012 年，罗永贵，游泰杰和高荣海[2]确定

了 ( ),DK n r 的秩为 r
nC ；2013 年至 2017 年，文[3] [4] [5]获得了若干类型半群的秩；2019 年，李晓敏等[6]

研究了双边 k 型–保序严格部分一一变换半群 k
nOI 的双边理想 ( , )

k
n rOI 的秩和相关秩；2021 年，龙伟锋和

涂晨[7]证明了保序且保距严格部分一一变换半群 nODI 的秩为 n；2021 年，吕会等[8]确立了半群 nCI 的秩

为 2 或 3；1990 年，GARBA G U [9]获得了部分变换半群 nP 的理想的幂等元秩；1995 年，Howie J M [13]
证明了部分变换半群 nPI 和 nSI 的相关秩为 ( ),S n r ；在文献[1]-[14]的基础上研究半群 k

nI 的(平方幂等元)
极小生成集和(平方幂等元)秩。得到了如下结果： 

定理 1 设 3n ≥ ，1 k n≤ ≤ ， { }*
(1, 1) ( 1, 2) ( 2, 3) ( 1, ) ( ,1), , , , ,k k k k k n n nK α α α α α+ + + + + −=  ，则 

{ }
( ){ }

( ){ }

1

1

, 1;

12 , 2;

, 23 , 3 .

k n

k
n k n

k

g D k

I S D K k

g K k n

−

−

 =

= = =


≤ ≤



 


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定理 2 设 3n ≥ ，1 k n≤ ≤ ，则 

2, 2;
rank

3, 1, 3 .
k
n

n k k
I

n k k k n
− + =

=  − + = ≤ ≤
 

定理 3 设 3n ≥ ， 2 k n≤ ≤ ， { }**
( , 1) ( 1, 2) ( 2, 3) ( 1, ) ( ,1), , , , ,k k k k k k n n nW α α α α α+ + + + + −=  ，则 

( )( ) ( ){ }1 12 23 1 .k
n k nI S D k k W−= = −    

注：当 1k = 时， k
nI 不可由平方幂等元生成。 

定理 4 设 3n ≥ ， 2 k n≤ ≤ ，则 2rank k
nI n= 。 

2. 预备知识 

以下给出本文将用到的基本概念及符号。 
设 k

nIα ∈ 分别用 ( )dom α 和 ( )im α 表示α 的原象集和象集。 ( )ker α 表示在 ( )dom α 上的等价关系：

( ) ( ){ }ker , dom dom :x y x yα α α α α= ∈ × = 。 
为了方便叙述，在这里引入 Green’s-等价关系[13] [14]，在半群 k

nI 中 , , ,L R H J 有如下刻划：对任意

的 , k
nIα β ∈ ，有： 

1) ( ), im imLα β α β∈ ⇔ = ； 
2) ( ) ( ) ( ), ker kerRα β α β∈ ⇔ = ； 
3) ( ), Jα β ∈ 当且仅当 im imα β= ； 
4) ( ), Hα β ∈ 当且仅当 ( ) ( )ker kerα β= ， im imα β= ； 
5) D J= 。 
令 { }: imk

r nD I rα α= ∈ = 则 0 1 1
k
n n nI D D D D−=    ，其中， n kD S= 。 

对任意 , ni j X∈ ，在 1nD − 中定义下列符号： 

{ }{ } { }{ }1 1: dom \ ; : im \ ; ;i n n j n n ij i jR D X i L D X j H R Lα α α α− −= ∈ = = ∈ = =   

{ }{ } { }{ }\ :1 , \ : 1 ;n nX i i k X i k i nΘ = ≤ ≤ Λ = + ≤ ≤  

( ) { }1, : dom ,im ;nDα α α α−Θ Θ = ∈ ∈Θ ∈Θ  

( ) { }1, : dom ,im ;nDα α α α−Θ Λ = ∈ ∈Θ ∈Λ  

( ) { }1, : dom ,im ;nDα α α α−Λ Θ = ∈ ∈Λ ∈Θ  

( ) { }1, : dom ,im ;nDα α α α−Λ Λ = ∈ ∈Λ ∈Λ  

则 ( ) ( ) ( ) ( )1 , , , ,nD α α α α− = Θ Θ Θ Λ Λ Θ Λ Λ  
。 

1 2 1 1 1 1 1
, .

1 2 1 2 1 1 1

1 2 2 1 1 2 2 1
, ;

1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 1 1 1 1 1
, .

1 2 1 1 2 1 1

ij

i i j j j n n
i j

i i j j j n n

i i i i n n n
i j

i i i i n n n

j j j i i n n
i j

j j j i i n n

α

 − + − + − 
< − − − + − 

 − − + + − − = = − − + + − − 


− + − + −  >  − + + + − 

  

  

  

  

  

  
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*

1 2 1 1 1 1 1
, .

2 3 1 1 1 2 1 1

1 2 2 1 1 2 2 1
, ;

2 3 1 1 2 3 1 1

1 2 1 1 1 1 1
, .

2 3 1 2 3 1 2 1

ij

i i j j j n n
i j

i i j j j n

i i i i n n n
i j

i i i i n n

j j j i i n n
i j

j j j i i n

α

 − + − + − 
< + − + + − 

 − − + + − − = = − + + + − 
 − + − + −  >  + + + + + 

  

  

  

  

  

  

 

**

1 2 1 1 1 1 1
, .

2 3 1 1 1 2 1 1

1 2 2 1 1 2 2 1
, ;

2 3 1 1 2 3 1 1

1 2 1 1 1 1 1
, .

2 3 1 2 3 1 2 1

ij

i i j j j n n
i j

i i j j j n

i i i i n n n
i j

i i i i n n

j j j i i n n
i j

j j j i i n

α

 − + − + − 
< + − + + − 

 − − + + − − = = − + + + − 
 − + − + −  >  + + + + + 

  

  

  

  

  

  

 

注：当 i j= 时， **
ij ijα α= 。 

{ }*
(1, 1) ( 1, 2) ( 2, 3) ( 1, ) ( ,1), , , , ,k k k k k n n nK α α α α α+ + + + + −=   

{ }**
( , 1) ( 1, 2) ( 2, 3) ( 1, ) ( ,1), , , , ,k k k k k k n n nW α α α α α+ + + + + −=   

{ }(12) (23) ( 1 ) ( 1) ( 1 ) ( 1), , , , , ,k k k k n n nM α α α α α α− + −=    

其中 M 中元素分别位于不同的 L-类和 R-类。易证： 

1 2 1 1 1
.

2 3 1 1 1k k

k k k n n
g S

k k n n
− + − 

= ∈ + − 

 

 

 

本文未定义的术语及符号参见文[13] [14]。 

3. 半群 k
nI 的秩 

为完成定理 1 和定理 2 的证明需要引入下列引理和推论。 
引理 1 [1] 设 2n ≥ ， nS 是 nX 上的对称群，( )1 2 ni i i

为 nX 上任一长为 n 的轮换，( )( )s ti i s t< 为对换，

满足 t s− 与 n 互素，即有 ( ) ( )1 2 ,n n s tS i i i i i=  。 

引理 2 [1] 设 3n ≥ ，1 k n≤ ≤ 有 ( )
( )

, 1;

12 , 2;

, 23 , 3 .

k

k

k

g k

S k

g k n

 == =


≤ ≤

 

推论 3 [1] 设 3n ≥ ，1 k n≤ ≤ 有
1, 1,2;

rank
2, 3 .k

k
S

k n
=

=  ≤ ≤
。 

证 由引理 2 可知，当 1k = 时， { }k kS g= ，易见 rank 1kS = ；当 2k = 时，由 ( )12kS = 可知 rank 1kS ≤ ，

又因为 kS 中至少有一个元素，即 rank 1kS ≥ ，故 rank 1kS = ；当 3 k n≤ ≤ 时， ( ), 23k kS g= ，则 rank 2kS ≤ ，

假设 rank 1kS = ，则 kS 为循环群进而是交换群与 kS 是非交换群矛盾，即有 rank 2kS = 。 
引理 4 [13] 设 0 2r n≤ ≤ − ，则 1 1r r rD D D+ +⊆ ⋅ 。 
结合 n 0 1 1

k
n nI D D D D−=    及引理 4 可得 

推论 5 半群 1
k
n n nI D D −=  。 
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引理 6 设 A 与 B 是有限集且 A B⊆ ， A B= ，则 A B= 。 
证 若 A 真包含于 B，则 A B≠ 与 A B= 矛盾，故 A B= 。 
引理 7 设 3n ≥ ，1 k n≤ ≤ ， 
1) 对任意的ξ ， kSη∈ ， ( ),ij ijHα α∈ ⊆ Θ Θ ，则存在 11 t≤ ， 2t k≤ 使得 ( )

1 2
,ij t tHξα η α∈ ⊆ Θ Θ ； 

2) 对任意的 kSξ ∈ ， ( ),ij ijHα α∈ ⊆ Λ Θ ，则存在 31 t k≤ ≤ 使得 ( )
3

,ij t jHξα α∈ ⊆ Λ Θ ； 
3) 对任意的 kSη∈ ， ( ),ij ijHα α∈ ⊆ Θ Λ ，则存在 41 t k≤ ≤ 使得 ( )

4
,ij i tHα η α∈ ⊆ Θ Λ ； 

4) 对任意的ξ ， kSη∈ ， ( ),ij ijHα α∈ ⊆ Λ Λ 有 ( ),ij ijHξα η α∈ ⊆ Λ Λ 。 
证 对任意的 { }1 : dom , imij nH D i jα α α−= ∈ ∉ ∉ ，有 
1) 若 domα ∈Θ且 mi α ∈Θ，即是 ( ),ijH α∈ Θ Θ 。因为 k kg S∈ ，经验证，当1 1l i≤ ≤ − ，1 s k j≤ ≤ −

时，有 ( ),l s
k ij k i l j sg H g H α− += ∈ Θ Θ ；当 1 1l i≤ ≤ − ， 1 s j≤ ≤ 时，有 ( ),l k j s

k ij k i l sg H g H α− +
−= ∈ Θ Θ ；当

1 1l k i≤ ≤ − − ， 1 s k j≤ ≤ − 时，有 ( ),i l s
k ij k k l j sg H g H α+

− += ∈ Θ Θ ；当 1 1l k i≤ ≤ − − ， 1 s j≤ ≤ 时，有

( )k- ,i l j s
k ij k k l sg H g H α+ +

−= ∈ Θ Θ 。当 2i = 时， ( ) ( ) ( )323 23 ,ij jH H α= ∈ Θ Θ ；当 3i = 时， 

( ) ( ) ( )223 23 ,ij jH H α= ∈ Θ Θ ；当 2i ≠ 且 3i ≠ 时， ( ) ( ) ( )23 23 ,ij ijH H α= ∈ Θ Θ 。由引理 2 可知对任意的

( ), , 23k kS gξ η∈ = ， 则 存 在 , , , nl s p q X∈ ， 11 t≤ ， 2t k≤ 满 足 ( )23 pl
kgξ = ， ( )23 qs

kgη = 使 得

( ) ( ) ( )
1 2

23 23 ,p ql s
ij k ij k t tH g H g Hξ η α= ∈ ⊆ Θ Θ 。 
2) 若 domα ∈Λ 且 imα ∈Θ ，即是 ( ),ijH α∈ Λ Θ 。因为 k kg S∈ ，经验证，当 1 l i≤ ≤ 时，有

( )g ,i l
k ij ljH H α− = ∈ Λ Θ ；当 0 1l k i≤ ≤ − − 时，有 ( )g ,i l

k ij k l jH H α+
−= ∈ Λ Θ 。当 2j = 时， 

( ) ( ) ( )2 323 23 ,ij i iH H H α= = ∈ Λ Θ ；当 3j = 时， ( ) ( ) ( )ij 3 223 23 ,i iH H H α= = ∈ Λ Θ ；当 2j ≠ 且 3j ≠ 时，

( ) ( )ij23 ,ijH H α= ∈ Λ Θ ，由引理 2 可知对任意的 ( ), 23k kS gξ ∈ = ，则存在 , nl p X∈ ， 31 t k≤ ≤ 满足

( )23 pl
kgξ = 使得 ( ) ( )

3
23 ,pl

ij k ij t jH g H Hξ α= ∈ ⊆ Λ Θ 。 
3) 若 domα ∈Θ 且 imα ∈Λ ，即是 ( ),ijH α∈ Θ Λ 。因为 k kg S∈ ，经验证，当 1 s j≤ ≤ 时，有

( ),k j s
ij k i sH g H α− + = ∈ Θ Λ ；当 0 s k j≤ ≤ − 时，有 ( ),s

ij k s j sH g H α+= ∈ Θ Λ 。当 2i = 时， 

( ) ( ) ( )2 323 23 ,ij j jH H H α= = ∈ Θ Λ ；当 3i = 时， ( ) ( ) ( )3 223 23 ,ij j jH H H α= = ∈ Θ Λ ；当 2i ≠ 且 3i ≠ 时，

( ) ( )23 ,ij ijH H α= ∈ Θ Λ ，由引理 2 可知对任意的 ( ), 23k kS gη∈ = ，则存在 4, ,1ns q X t k∈ ≤ ≤ 满足

( )23 qs
kgη = 使得 ( ) ( )

4
23 ,qs

ij ij k i tH H g Hη α= ∈ ⊆ Θ Λ 。 
4) 若 domα ∈Λ且 imα ∈Θ，即是 ( ),ijH α∈ Λ Λ 。由 k kg S∈ ，经验证， ( ),l s

k ij k ijg H g H α= ∈ Λ Λ ；

( ) ( ) ( )23 23 ,ij ijH H α= ∈ Λ Λ 。由引理 2 可知对任意的 ( ), , 23k kS gξ η∈ = ，有 ( )
1 2

,ij t tH Hξ η α∈ ⊆ Λ Λ 。 
引理 8 [13] 设 ,a b是 D-类 D 中的元素，则 a bab R L∈  当且仅当 b aR L 中有幂等元。 

引理 9 设 3n ≥ ， 2 k n≤ ≤ ，则
( ){ }

( ) ( ){ }1

12 , 2;

12 , 12 , 3 .
n k

K k
D K S

K k k n
−

 =⊆ = 
≤ ≤





 

 

证 当 3n ≥ ， 2k = 时， { }*
(13) (34) (45) ( 1 ) ( 1) 1, , , , ,n n n nK Dα α α α α− −= ⊆ 。 

易证， ( )*
( 1) (13) (34) (45) ( 1 ) 12 1n n n nnn Hα α α α α − = − ∈  。存在 

1 2 3 4 1 1
,

2 1 3 4 1 1 k

k k n n
S

k k n n
β

+ − 
= ∈ + − 

 

 

 

1

1 2 3 1 2 1
1 2 3 1 2 1nn n

k k n n
D

k k n n
α −

+ − − 
= ∈ + − − 

 

 

 

使得 ( )12 nn nnHα β= ∈ ，即 

( ) 1 2 1 2 1 1 2 3 1 1
12

1 2 1 2 1 2 1 3 1 1 nn

k k n n k k n n
H

k k n n k k n n
+ − − + −  

= ∈  + − − + −  

   

   
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由引理 1 可得群 ( )( )12 12 1nnH n= − 。再由引理 7 及引理 8 可得 

{ }(12) (23) ( 1 ) ( 1) ( 1 ) ( 1), , , , , ,k k k k n n nM α α α α α α− + −=   ，其中 M 中元素分别位于不同的 L-类和 R-类。即

( )( ){ } { }*
1 (13) (34) (45) ( 1 ) ( 1)12 12 1 , , , , , ,n n n n kD n M K Sα α α α α β− −⊆ − ⊆ ⊆    。 
当 3 k n≤ ≤ 时， { }*

1 1) ( 1 2) ( 2 3) ( 1 ) ( 1) 1, , , , ,k k k k k n n n nK Dα α α α α+ + + + + − −= ⊆（ 。 
易证 ( )*

1 1) ( 1 2) ( 2 3) ( 1 ) ( 1) 1123k k k k k n n n n Hα α α α α+ + + + + − = ∈ （ ， 

11 1

2 3 4 1 1
2 3 4 1 1 n

k k n n
D

k k n n
α −

+ − 
= ∈ + − 

 

 

, 

令 

12 1

2 3 4 1 1
1 3 4 1 1 n

k k n n
D

k k n n
α −

+ − 
= ∈ + − 

 

 

 

则存在 

1 2 3 4 1 1
,

2 1 3 4 1 1 k

k k n n
S

k k n n
β

+ − 
= ∈ + − 

 

 

 

1 3 2 4 1 1
,

3 2 1 4 1 1 k

k k n n
S

k k n n
σ

+ − 
= ∈ + − 

 

 

 

使得 12 11α α β= 且 ( ) 12 11 1123 Hα σ α βσ= = ∈ ，即 

( ) 11

2 3 4 1 1 1 3 2 4 1 1
23 ,

1 3 4 1 1 3 2 1 4 1 1
k k n n k k n n

H
k k n n k k n n

+ − + −  
= ∈  + − + −  

   

   

 

由引理 1 可得群 ( )( )11 23 23H n=  。再由引理 7 及引理 8 可得 

{ }(12) (23) ( 1 ) ( 1) ( 1 ) ( 1), , , , , ,k k k k n n nM α α α α α α− + −=   ，其中 M 中元素分别位于不同的 L-类和 R-类。即

( )( ){ } { }*
1 1 1) ( 1 2) ( 2 3) ( 1 ) ( 1)23 23 , , , , , , ,n k k k k k n n n kD n M K Sα α α α α β σ− + + + + + −⊆ ⊆ ⊆   （ 。 
由引理 2 以及上述证明可得 

( ){ }
( ) ( ){ }1

12 , 2;

12 , 12 , 3 .
n k

K k
D K S

K k k n
−

 =⊆ = 
≤ ≤





 

 

因为当 2k = ， ( ){ }12 2K n k= − + ； 3 k n≤ ≤ ， ( ) ( ){ }12 , 12 3K k n k= − +  ，再结合引理 9
得出如下推论： 

推论 10 设 3n ≥ ， 2 k n≤ ≤ ，有
2, 2;

rank
3, 3 .

k
n

n k k
I

n k k n
− + =

≤  − + ≤ ≤
 

引理 11 [13] 对任意的 , nSα β ∈ ，有 ( )dom domαβ α⊆ ， ( )im imαβ β⊆ 。 
引理 12 设 1 2, , , , s nDα α α α ∈ 使得 1 2 sα α α α=  则 ( )1, Rα α ∈ ， ( ), s Lα α ∈ 。 
证 第一步：证明 ( )1, Rα α ∈ 。 
对任意 ( ) ( )1, kerx y α∈ 有 1 1x yα α= 可知 1 2 1 2s sx yα α α α α α=  ，即是 ( ), s Dα α ∈ ， ( ) ( ), kerx y α∈ ，

x yα α= ，易见 ( ) ( )1ker kerα α⊆ 。对任意的 doma α∈ ，有 ( ) ( )1 1ker dom kera α α α∈ 。对任意的 

( )1kerx a α∈ ，有 ( ) ( )1, kerx a α∈ ，所以 ( ) ( ), kerx a α∈ ， 
因此 ( ) ( )ker dom kerx a α α α∈ ∈ 。所以 ( ) ( )1ker kera aα α⊆ ，则 ( ) ( )1ker kera aα α≤ ，由于 1 1nDα −∈ ，

则 ( )1ker α 有 1n − 个不同的同余类，设为 ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1ker , ker , kerna a aα α α− ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1ker , ker , , ker dom kerna a aα α α α α− ∈
。 
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另一方面 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 1 1 2 1ker ker ker dom , ker ker kern na a a a a aα α α α α α α− −=   
由

1 2 sα α α α=  ，可知 1dom domα α⊆ 即有 1dom domα α≤ 。因 1 1nDα −∈ 则 1dom dom 1nα α= = − 在这种

条件下，存在 ( ) ( )1ker keri ia aα α< ， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1

dom ker ker ker

ker ker ker dom
i n

i n

a a a

a a a

α α α α

α α α α
−

−

= + + + +

< + + + + =

 

 

 

与假设矛盾，则 ( ) ( )1ker keri ia aα α= ，所以 ( ) ( )1ker kerα α= ，即 ( )1, Rα α ∈ 。 
第二步：证明 ( ), s Lα α ∈ 。 
由 1 2 sα α α α=  可知 sim imα α≤ ，因为 1, s nDα α −∈ 则 im im 1s nα α= = − ，所以 im im sα α= ，再由格

林 L 关系可知 ( ), s Lα α ∈ 。 
由以上引理 12 可知以下推论： 
推论 13 设 1nA D −⊆ 使得 1nD A− ⊆ ，则 A 覆盖 1nD − 中的每一个 R-类，每一个 L-类。 

引理 14 令 1
1

k
*

i
i

R R
=

=


， *
j jR R= ， 1, ,j k n= +  ； 1

1

k
*

i
i

L L
=

=


， *
j jL L= ， 1, ,j k n= +  。 

设 1k nA S D −⊆  且 1k nS D A− ⊆
，则 

1) 当 3k ≥ 时， 2kA S ≥
；当 2k = 时， 1kA S ≥

； 
2) *

1A R ∅≠ ， *
jA R ∅≠ ， 1, , 1,j k n n= + − ； 

3) *
1A L ∅≠ ， *

jA L ∅≠ ， 1, , 1,j k n n= + − 。 
证 
1) 若 kA S ∅= ，由 1k nA S D −⊆  ，则 1nA D −⊆ ，故 1 \n n nA D T S−⊆ = 与 k

nA I= 矛盾，即 kA S ∅≠ ，

故当 2k = 时， 1kA S ≥
；当 3k = 时，若 1kA S =

，不妨设 kA S α= ，则 kA S α=
是循环群，即

α 是交换群与 kS 是非交换群矛盾。则 2kA S ≥
。 

2) 若 *
1A R ∅= ，由引理 7 有 * *

1
1

n

j k
j k

R S R
= +

∅= 



，则 *

1

n

j k
j k

R S
= +





为 k
nI 真子半群，则

*

1

n

j k
j k

A R S
= +

⊆ 



， *
1

1

n
k
n k n j k

j k
I S D A R S−

= +

= ⊆ ⊆ 



矛盾，则 *
1A R ∅≠ ；若 *

jA R ∅= ，

1, ,j k n= +  ，由引理 7 有 * *
1

1
\

n
*

k j j j
j k

R S R R R
= +

   = 
 

∅


  



，则 * *
1

1
\

n

k j j
j k

R S R R
= +

  
 
  

 



为 k
nI 真子半

群，则 * *
1

1
\

n

k j j
j k

A R S R R
= +

  ⊆  
  

 



， * *
1 1

1
\

n
k
n k n k j j

j k
I S D A R S R R−

= +

  = ⊆ ⊆  
  

  



，矛盾，则

*
jA R ∅= ； 

3) 若 *
1A L ∅= ，由引理 7 有 * *

1
1

n

j k
j k

L S L
= +

∅= 



，则 *

1

n

j k
j k

L S
= +





为 k
nI 真子半群，则 

*

1

n

j k
j k

A L S
= +

⊆ 



， *
1

1

n
k
n k n j k

j k
I S D A L S−

= +

= ⊆ ⊆ 



矛 盾 ， 则 *
1A L ∅≠ ； 若 *

jA L ∅= ，

1, ,j k n= +  ，由引理 7 * *
1

1
\

n
*

k j j j
j k

L S L L L
= +

   = 
 

∅


  



，则 * *
1

1
\

n

k j j
j k

L S L L
= +

  
 
  

 



为 k
nI 真子半群，

则 * *
1

1
\

n

k j j
j k

A L S L L
= +

  ⊆  
  

 



， * *
1 1

1
\

n
k
n k n k j j

j k
I S D A L S L L−

= +

  = ⊆ ⊆  
  

  



，矛盾，则 
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*
jA L ∅= ； 

定理 1 的证明： 
由 k

nI 的定义可知， 1
k
n k nI S D −=  。当 1k = 时，由引理 2 可知 k kS g= ，由推论 5 可知 

1 1
k
n n n k n kI D D S D g− −= = =  ；当 2k = 时，由引理 2 可知 ( )12kS = ，由推论 5 和引理 9 可知，

( )1 1 12k
n n n k n kI D D S D K S K− −= = = =    ，当 3 k n≤ ≤ 时，由引理 2 可知 ( ), 23k kS g= ，由推

论 5 和引理 9 可 ( ){ }1 1 23 ,k
n n n k n k kI D D S D K S K g− −= = = =    ，从而 

1

1

{ } , 1;
{(12)} , 2;

{ ,(23)} , 3 .

k n
k
n k n

k

g D k
I S D K k

g K k n

−

−

 =
= = =
 ≤ ≤



 



 

定理 2 的证明： 
当 1k = 时， 1 1

k
n n n k nI D D g D− −= =  ，故 rank 2k

nI n= + ，由 K 的定义可知 
1 2 1K n k n k= − − + = − + 。根据推论 3，推论 10 可知 2 k n≤ ≤ ，有 

3, 3 ;
rank

2, 2.
k
n

n k k n
I

n k k
− + ≤ ≤

≤  − + =
 

由推论 10，引理 12，推论 13，引理 14 可知 

3, 3 ;
rank

2, 2.
k
n

n k k n
I

n k k
− + ≤ ≤

≥  − + =
 

从而 

3, 3 ;
rank

2, 2.
k
n

n k k n
I

n k k
− + ≤ ≤

=  − + =
 

4. 半群 k
nI 的平方幂等元秩 

为完成定理 3 和定理 4 的证明需要引入下列引理。 
引理 15 [1] 设 kS 是 nX 上的 k-局部对称群， kS 可由 1k − 个对换 ( ) ( ) ( )12 , 23 , , 1k k−

生成，则

( )( ) ( ) ( )12 23 1 1kS i i k k= + −  。 
引理 16 [1] 2rank 1kS k= − 。 
引理 17 设 3n ≥ ， 2 k n≤ ≤ ，则 ( )( ) ( ){ }1 12 23 1n kD W S W k k− ⊆ = −   。 
证 当 3n ≥ ， 2 k n≤ ≤ 时， { }**

( , 1) ( 1, 2) ( 2, 3) ( 1, ) ( ,1) 1, , , , ,k k k k k k n n n nW Dα α α α α+ + + + + − −= ⊆ 。易证 

( ) ( )
1

, 1 1, 1
k

k k kg α α−
+ += 及 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )** 1 **

1, 1 1, 2 1, , 1̀ , 1 1, 2 1, , 1̀ 1 32k
k k k n n n k k k k n n ng n nα α α α α α α α−
+ + + − + + + −= = −   ； 

( ) ( )1
111 32 23 1nn n n n H−− = − ∈  。 

由 

11 11

2 3 4 1 1
2 3 4 1 1

k k n n
H

k k n n
α

+ − 
= ∈ + − 

 

 

, 

令 

12 1

2 3 4 1 1
1 3 4 1 1 n

k k n n
D

k k n n
α −

+ − 
= ∈ + − 

 

 

, 

存在 
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1 2 3 4 1 1
2 1 3 4 1 1 k

k k n n
S

k k n n
β

+ − 
= ∈ + − 

 

 

, 

使得 12 11α α β= 且存在 

1 2 3 4 1 1
1 3 2 4 1 1 k

k k n n
S

k k n n
γ

+ − 
= ∈ + − 

 

 

, 

满足 ( )( ) ( )23 12 123γβ = = ， ( ) ( ) ( )2 2123 132γβ = = ， 
不防令 

11

2 3 4 5 1 1
3 2 4 5 1 1

k k n n
H

k k n n
τ

+ − 
= ∈ + − 

 

 

, 

则 ( ) ( )2 2
12 11τ α γβ α β γβ= = ，即 

( ) 11

2 3 4 5 1 1 1 3 2 4 1 1
23

1 3 4 5 1 1 3 2 1 4 1 1
k k n n k k n n

H
k k n n k k n n

τ
+ − + −  

= = ∈  + − + −  

   

   

 

由引理 1 可得群 ( )( )11 23 23H n=  。再由引理 7 及引理 8 可得 

{ }(12) (23) ( 1 ) ( 1) ( 1 ) ( 1), , , , , ,k k k k n n nM α α α α α α− + −=   ，其中 M 中元素分别位于不同的 L-类和 R-类。 
即 ( )( ){ } { }**

1 ( , 1) ( 1, 2) ( 2, 3) ( 1, ) ( ,1)23 23 , , , , , , ,n k k k k k k n n n kD n M W Sα α α α α β γ− + + + + + −⊆ ⊆ ⊆    。再结合

引理 15 有 ( )( ) ( ){ }1 12 23 1n kD W S W k k− ⊆ −   。 
引理 18 设 ( )2

1k nA E S D −⊆  且 1k nS D A− ⊆
，则 

1) 当 3k ≥ 时， 1kA S k= −
； 

2) 当 2k = 时， 1kA S ≥
。 

证 证明过程类似于引理 14 可得。 
定理 3 的证明： 
由 k

nI 的定义可知 1
k
n k nI S D −=  。由引理 15 可知 ( )( ) ( ) ( )12 23 1 1kS i i k k= + −  。由引理 17

可知 1n kD W S− ⊆ 
，从而 ( )( ) ( ){ }1 12 23 1k

n k nI S D k k W−= = −   。 
定理 4 的证明： 
由 W 的定义可知 1W n k= − + 。再由定理 3 可知，当 2 k n≤ ≤ 时， 

( )( ) ( ){ }1 12 23 1k
n k nI S D W k k−= = −   ，故 2rank 1 1k

nI n k k n≤ − + + − = 。结合引理 13，引理 18 可

知 2rank 1 1k
nI n k k n≥ − + + − = ，即 2rank 1 1k

nI n k k n= − + + − = 。 

5. 结语 

本文通过分析半群 k
nI 的格林关系和平方幂等元，当 0 2r n≤ ≤ − 时，秩为 r 的元素可由秩为 1r + 的元

素生成，获得了半群 k
nI 的极小生成集和平方幂等元极小生成集，从而确定了半群 k

nI 的秩和平方幂等元秩。

本文的研究方法对于其他非幂等元生成的半群的研究具有一定的借鉴意义。 
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